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UAPLTULO 1 


SISTEMAS DE MEDICION ANGULAR 


PROGRAMA. — ÁAnguios: su generación y signo. Medida de log ángulos: sistema 
sezagesimal, centesimal y circular, Pasaje de un sistema a otro. Ejercicios, 


la. Angulos: su generación y signo. — En el estudio que se 


PO . , A AÑ 
inicia se considera siempre que los ángulos, p.ej. XOM= a tie- 
nen como primer lado al semieje 


a ; 
positivo, OX, de las abscisas de un 
sistema cartesiano ortogonal XOY, 


— 

y que el otro lado OM pertenece 
al primero, segundo, tercero 0 
cuarto cuadrantes, según que di- 


n A 

cho ángulo XOM= a esté com- 
prendido entre 0% y 90%, 90% y 
180%, 180? y 270%, 270% y 360", res- 
pectivamente. Se amplía este concepto de ángulo atribuyéndole a 
cada uno un signo de acuerdo con la sisuiente: 





ConveNcióN. — Se consideran los ángulos, tales como el XOM, 
engendrados por la rotación de la semirrecta OX alrededor del ori- 


qa 1d => . 
gen, al pasar de la posición OX a la OM. Si ese movimiento se hace 
“n sentido contrario al de las agujas de un reloj, como en la figura, 
se asigna al ángulo el signo +, y en caso contrario el signo —. 


—5 


Los ángulos engendrados de esa manera se denominan ángulos 
dirigidos. En lo sucesivo sólo nos referiremos a ángulos dirigidos. 

De acuerdo con lo dicho resulta que el ángulo convexo XOM =u4es 

IN 

positivo y el cóncavo XOM= f es neyativo; por esa razón en la 
figura primera hemos indicado el sentido de esos ángulos, ponién- 
doles un arco que comienza en el primer lado y termina con una 
flecha en el último. En la que sigue están representados ángulos 
positivos pertenecientes a cada uno de Jos cuadrantes, uno de un 
giro y otro negativo, 





AMPLIACIÓN DEL CONCEPTO DE ÁNGULO. — Esta forma de considerar 


generados los ángulos, permite arupliar ese concepto, admitiendo 
— —> 
que el lado OX puede pasar a la posición OM directamente, como 


en los casos anteriores, o después de dar 1, 2, 3, ete., vueltas o giros 
completos, en sentido positivo o negativo. Los ángulos así obtenidos 
se llaman úngulos de mús de un giro. Con la introducción de log 
mismos, resultan posibles todas las operaciones entre ángulos. En las 
figuras signientes se indican: un ángulo convexo de 32”, uno de un 


M 





O x 





giro más 32%, o sea de 392%, y un tercero de dos giros más 32%, o 
sea de 752%, siendo los tres positivos, 

Como los lados de estos ángulos cuinciden al llevar uno sobre 
otro, aun cuando no son iguales, pues difieren en uno o dos giros, 
se llaman congruentes respecto de un grro. 


6= 


1-b. Medida de los ángulos. — Como los ángulos son canti 
dades, para medirlos se toma a wno cualquiera de ellos como unidad, 
y se llama medida de un ángulo a la razón entre ese ángulo y la 
unidad elegida. 

En la práctica se suelen usar unidades distintas como son por 
ejemplo: el grado sexagesimal, el grado centesimal y el radián. 


1-c. Sistema sexagesimai. — Recordemos que se llama ángulo 
de un grado sezagesimal a la noventa ava parte de un ángulo recto, 
que sus snbmúltiplos son el ángulo de un minuto y el de un segundo 
sezagesimales, que guerdan entre sí las relaciones siguientes: 

A 
1R E Y 
La _— y Pam y = 


90.” 60 60 





as 
Notación. a=48% 37” 247,8 significa que el ángulo a es de 
48 grados 37 minutos 24 segundos 8 décimas de segundo sexage- 
simales. 


CONSECUENCIAS. — De las definiciones anteriores resulta que: 
A 
1R=90" ; 1 llano=180" ; 1 giro=360" ; 1? =80'; 1' =60", etc. 


1-4. Sistema centesimal. — Como cada unidad secundaria del 
sistema anterior es igual a sesenta unidades del orden inmediato 
inferior, este sistema de medida no pertenece al sistema métrico 
decimal. 

Para tener en éste unidades angulares, se ha creado el sistema 
centesimal en el cual cada unidad es igual a cien unidades del or- 
den inmediato inferior. Así: la unidad principal es el grado cen- 
tesimal que es la centésima parte del ángulo recto, y las unidades 
secundarias son: el minuto centesímal que es la centésima parte del 
grado y el segundo centesimal o centésima parte del minuto cente- 
simal. Luego 





ZN 
+ die e as 
100 Ce 100 100 


Notación. a. =48% 37' 248, significa que el ángulo a es de 48 gra- 
dos, 37 minutos, 24 segundos, 8 décimas de segundo centesimalos. Co- 
mo puede observarse en este ejemplo, se ha utilizado la misma nota- 
ción que en el sistema sexagesimal para los minutos y segundos, pues 
la G del número de grados basta para indicar que son centesimales. 


CONSECUENCIAS. — De las definiciones anteriores resulta que: 
A 
1R=100% ; 1 llano =200% ; 1 giro =400% ; 19 =100,' y 1, =100,”, ete. 


1-d. Sistema circular. — Es aquel en que se toma como unidad 

M el ángulo denominado radián, que es tal que 
si con centro en su vértice se traza un arco 
de circunferencia de cualquier radio, cuyos 


r 
extremos estén sobre los lados del ángulo 
dado, la longitud de ese arco es igual a su 
of z radio. 


Nora. — De la definición anterior y 
de la consideración de que las longi- 
tudes de los arcos correspondientes a 
un ángulo central dado, son propor- 
cionales a sus radios, resulta que el 
ángulo de un radián es único. En la 
figura adjunta se observa claramente Ol 
lo dicho. 


1-e. Aplicaciones: Equivalencia entre el sistema sexagesimal 
y el circular. — Considerando una circunferencia como un 
arco cuyo ángulo central correspondiente es de 360%, y teniendo en 
cuenta que los arcos de una misma circunferencia son proporcio- 
nales a sus ángulos centrales, y que la longitud de la circunferen- 
cia de radio r es 2 xr, se tiene que un ángulo de 360? vale 2x 
radianes, pues el areo correspondiente contiene 271 veces su radio 








luego un ángulo de 360? vale 2 x radianes 

2% 

qo > == E 

y > > > 360 

274 Ta K 
> > > » a > —— = — radianes 

360 180 
Juego el valor en radianes, a,, del ángulo de a? es 

Up = ja que nos dice que: 1) 
180 





Para expresar en radianes un ángulo dado en grados sexagesima- 
les se lo multiplica por x y se divide el producto por 180. 


Eyumero 1. — Expresar en radianes los ángulos de: a) 90?, b) 180%, 
e) 270”, d) 360", 














6 90? un 
a) Siendo a= 90 es % = 10 - «q al 
b) Siendo a = 180? es = ea = radianes, 
Análogamente resulta: 
0) a, = pa =- radianes 5d) 0 e = 27 radianes. 
Obsérvese que un cuadrante vale = radianes 
dos cuadrantes valen 2 $ = 7 radianes etc. 


EyamrLo 11.— Expresar en radianes los ángulos de: a) 23%; b) 51%; 
0) 100% ; d) 22* 30', 


. 51 





Ñ o 
A TE 0,4014 radianes; b) a, = E— 20,8901 radianes 
80? - 180 
o . 22% 5 H 
PRE 100 2 1,7453 radianes; d) a, = 5:12 < 0,3927 radia- 





180? 180? nes. 


Esempro 111. — Expresar en radianes los ángulos de a) 28* 15; 
b) 156%12 ; c) 243" ; d) 12500” ; e) 20*54'36”. 


Como en la fórmula de transtormación figura o expresado en 
grados sexagesimales, para expresar en esa unidad a los ángulos 
dados, es necesario convertir los minutos y segundos de los mis- 
mos en fracción decimal de grado. Para ello basta tener presente 
que 


12 =60' =60 X 60" luego 1' =(55) y 1" -( 





1 e 
aña) 


Así tendríamos: 


a) Como 15' =() = 0,25 es 28%15' =28%,25 y 


Up = E = 0,49305 radianes; 
180 
Dd) a = 156 12 = 156,2 y a,=2,72629 ; 


e) a = 243' = 4) =4%05 y 0,=0,0707 radianes 


12500 
60 Xx 60 


o o 
e) a =20* 5436" = 20” +(5) Fe (a) E 
60 60 x 60 


= 20” + 07,9 + 07,01 = 207,91 


o 
d) a = 12500" = ) 235 y a, = 0,0611 radianes 


luego a, = 0,3649 radianes. 


TABLAS DE CONVERSIÓN DE GRADOS Y MINUTOS EN RADIANES, — En 
la tabla de los logaritmos de las funciones trigonométricas que acom- 
paña a este texto, figuran en las primeras columnas de la izquierda 
y de la derecha de cada página, encabezadas con la palabra radianes, 
los valores de a, correspondientes al valor de a que figura a la 


10 — 


derecha de las primeras y a la izquierda de las últimas, y que va- 
ría de 10' en 10. 

Cuando el número de minutos del ángulo que se quiere transfor- 
mar no figura en la tabla, o cuando el ángulo está expresado en 
grados y fracción decimal, se interpola en forma análoga a la hecha 
en cursos anteriores con los valores naturales de los funciones tri- 
gonométricas o los logaritmos de los números. 


EsemPLo, —Para a == 43% 23' se tiene: 











4330" == 0.7592 | Para 43” 23' = 0,7572 
43" 20' 563 A. 
10 - 2 > 43% 20' — 0,7563 
s se EE = 8729 g8— 9 


RECTIFICACIÓN DE ARCOS. — Dado un arco ÁB cuyo ángulo central 
AOB =a02 y su radio es r, se tiene, llamando 1 a su longitud : 


= Oy .7 





rra ma 
180 y como Ea = %, resulta 


lo que nos dice: La longitud de un arco es igual al producto de su 
imgulo central expresado en radianes, por la longitud de su radio. 


Eyumeros. — Calcular las longitudes de un arco de: a) 15* 20/ 
y 8 m de radio; b) 58” 50' y 10 m de radio; c) 103” 20' y 100 m de 
radio; d) 20 15' y 5 m de radio. 

a) Siendo l =0a,Xr=0u X8m y 9,=0,2676 por la tabla, es: 
12 0,2676 X8m = 2,1408 m. 


b) Como la tabla da para a = 58 50' , a, = 1,0258 


es. 1= 1,0258 x 10m = 10,252 m. 


—i1 


e) Como la tabla da como valor máximo el 2, "correspondiente a 
90% descomponemos 103? 20” en 90? +13* 20/ y tenemos 


a, = 1,5708 + 0,2327 = 1,8035 luego ] ="1,8035 X 100 m = 180,35 m 


d) Como la tabla da o, para ángulos de 10' en 10' interpolaremos 
para hallar el %, correspondiente a 20" 15”, 


Luego 


20%18" — ep == 0,8005 
2" e oss20 | 12 0,3535 X 5 m = 1,7675 m. 
15 








PASAJE DEL SISTEMA CIRCULAR AL SEXAGESIMAL. — Teniendo en 
cuenta que 


a = E resulta que | a = E a, 
1802 T 


O sea que: Para expresar en grados, minutos y segundos un ángu- 
lo dado en radianes, se lo multiplica por 180” y se divide el producto 
por x. 


EseEmpLos. — Expresar en grados, minutos y segundos los ángulos 
Tr . 
de: a) Ñ radianes, b) + radianes, c) 1 radián, d) 0,573 radianes 


e) 1,437 radianes. 





S 180 ,= úl 
a) Siendo «a, = qe r= —_ a = 45% 
b) = ho 180? 
% =37 8 21 — SS úl 


180.1 180 


6) a, =1l es a = Y tomando £ z 3,1416 


12 — 


180*0000 (3,1416 579 17 441 ”n|(s 
a || 57717 44% = 206264 | (*) 
9288" 
x_60 
55 7280" 
2 3120" 
2 3208" 
x_60 
139 2480" 
13 58940 
101760” 


Para resolver los ejercicios d) y e) empleamos la tabla, entrando 
por la columna de los a,, o sea la encabezada por la palabra ra- 
dianes y tenemos que: 


d) si a, = 0,573 encontramos a su derecha a? = 32% 50' 


y e) » a, = 1,437 > > > izquierda a” 282 20' 


Aplicaciones: 1. — ¿Qué ángulo describe el minutero de un reloj: 


a) en 30 min. R: 180% b) en 1h 10 min. (**) R: 420% 
)m3h R: 1080? d) en 24 h R: 8640* 
e) al pasar de las 12 h 40 min. a las 13 h 15 min, R: 2102 

IL. — ¿A qué cuadrante pertenece un ángulo de: 

a)  500* R: al 2 bd) 786 R: al 1 
e) 1000* R: al 4* d) —120* R: al 2* 
0) —415* R: al 4* f)  1250* R: al 2* 


Representar esos ángulos. 

II. — ¿A qué cuadrante pertenece la mitad del ángulo positivo menor que us 
giro, si éste es del: 

4) primer cuadrante R: al 1* b) segundo cuadrante R: al 1? 

€) tercer cuadrante R: al 22 d) cuarto cuadrante R: al 2” 


(%) Este es el valor aproximado de un radián con menor error que 1”. El valor exacto 
es 180%; 7 
(89) En lo sucesivo E: slgnifios: respuesta. 


— 13 


IV.— ¿A qué cuadrante pertenece la mitad de un ángulo de: 


a)  450* R: al 3e b) 800% 
€) 650 R: al 4* d) — 200* 
e) —500* R: al 2. N —700* 


V. — Evpresar mentalmente, en radianes, los ángulos de: 


0) 90 R: 5 b) 45* 
e) 30" R: y d) 15 
e 120" R: = N 160 

4 Tx 
y 210 RÁ ha 

U 5x . 
5) 450' R:- y 3) 2 giros 


R:al 1+ 


R: al 32 


O |) Pla 
alo slzo 


R: — 


R: 


rs 
” 


(Téngase en cuenta que como 90? valen Y, x radianes, su mitad, tercera parte 


stc., valen la mitad, tercera parte, ete., de /a x, respectivamente). 


VI — Expresar en radianes los ángulos de: 





3 
a) 108* R: E 0) 12%8 
0) 150* R: = 2,618 d) 200,5 
es: R: 50/0015 n15 
Dn 2030 R: 30,3578 h) 25624 
1) 90 as R: 2 1,5839 3) 1000* 54* 


nn 


0,2234 


25 35 
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0,0U44 


: 2 4,475 


= 17,469 


Resolver estos ejercicios empleando la fórmula primero y verificar luego los resut» 
t. dos empleando las tablas. (Redúzcanse los minutos a fracción de grados si ne 


emplea la fórmula). 


VII. — Expresar, mentalmente, en grados, minutos y segundos sezagesinales, los 


ángulos de: 
a) x radianes R: 180" ») radianes 


du = 


R: 90* 


A radianes Ri 4S* 
EI a . 

0) 10 radianes R: 18 
3x E 

1 E radianes R: 135* 
2% s 

0) EN radianes R: 120* 

E) 6 x radianes R: 1080* 

m) 5x radianes R: 900* 


d) y radianes 

ya) = radianes 
5 

») ar radianes 


J) 4 x radianes 
D) 3 x radianes 


n) = radianes 


R: 16 


R: 10* 


R: 225* 


R. 720* 
R: 540* 


KR: 35* 54 24 


(Téngase en cuenta que si s radianes valen 90”, la mitad, la tercera parte, ete 


de rn valen, respectivamente, la mitad, tercera parte, etc. de 90%). 


VII. — Expresar en grados, minutos y segundos sezagesimales los ángulos de: 


a) 1,2 radianes R: 68*45'17" 
€) 0,25 radianes  R: 14”19'28" 


0) 7 x= radianes R: 1260* 
0) 5,33 radianes  R: 305*23' 08" 
1) 5,4 radianes R: 309" 23' 47" 


b) 3 radianes 
Tx A 
d) 5 radianes 


f) 2,8 radianes 
h) 15 radianes 
3) 1,5 radianes 


R: 171* 53 12 
R: 84% 


R: 160” 25' 40” 
R: 859" 04" 
R: 859,6 


IX.— ¿4 cuántas revoluciones por hora gira una rueda cuya velocidad angular 


(ángulo descripto en un segundo) es de: 


a) radianes R: 600 

0 E ratianos R: 400 

0) 2x radianes R: 3600 
Tx É 

9) —— radianes R: 350 
36 

90,2 x radianes R: 360 


e) E radianes 
o 


d) = radianes 


7 = radianes 


») — radianes 
0,36 


A 5 . 
D 15 radianes 


R: 300 


R: 2700 


R: 750 


R: 5000 


R: 100 


X. — Establecer las fórmulas de pasaje del sistema circular al contesimal y recl- 
procamente y aplicarlas a la transformación de los siguientes ángulos: 








a_ 200, ra 
a = 
- E = "2gos 
a) => radianes — R: 100% b) 3x radianes  R: 600% 


2% a E 
e 7 vedianes R: 800 d) y "odianos R: 





0) 1,25 radianes R: = 79% 61 f) 100% R: = radianes 
e * A e 21x E 
0) 50 R: 4 radianes h) 210' R: radianes 
9 
1) 4500 R: — radianes 7 1760 R: 2 ratianos 


(Téngase presente de que 2 x radianes valen 400% y procédase como en el nú- 
mero VIII. 


XI. — Idem las de pasaje del sistema sezagesimal al centesimal y recíprocamente 
y aplicarlas a la transformación de: 


o Ya? e Wa 
-. — e. — 
10 2 
e) 36* R: 40% b) 48* R:Z 53% 33' 33" 
e) 135% R: 150% d) 240" R: = 266% 66' 68 
e) 300* R: Z 333% 33' 33" Y) 750* R: £ 833% 33' 33" 
ny R: o 81" ») 120% R: 108 
1) 250% R: 205 7 350* R: 316* 
E) 860% R:  765* 
16 


CAPITULO IU 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


PROGRAMA. — Definiciones de las funciones trigonométricas de un ángulo. Fun 
ciones circulares. Ejercicios. Cálculo de los valores de las funciones trigonomé 
tricas de los ángulos de 0”, 90”, 30%, 45”, 60”. Representación gráfica de la 
variación de las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes (*). 


2-4. Repaso de las coordenadas cartesianas y polares. — 
Recordemos que las cordenadas cartesianas ortogonales de un punto 
de un plano, se obtienen 
tomando en ese plano un 
par de ejes XX' e YY” 
perpendiculares en el ori- 
gen común O, proyectan- 
do ese punto sobre los 
ejes y midiendo con las 
unidades U y U', respec- 
tivamente, los segmentos 
OM” y OM” que deter- 
minan esas proyecciones 5 
con el origen, Y - 
en y 

Recordemos, también, que la primera medida se llama abscisa y la 
segunda, ordenada del punto M, y ambos números, coordenadas car. 
tesianas del mismo. 





























he 

























































































(s) Tratamos este punto en el Capítulo 11I, páginas 71 a 80, para el mejor aprovechamiento 
de las propiedades de las funciones trigonométricas estudiadas en ese capítulo, 
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Eyempros. — Las coordenadas cartesianas ortogonales del punto 
M son, en la figura anterior: 


Abscisa = Med. de OM” respect. U = Med. MM” =4 


Ordenada = Med. de OM” respect. U' = Med. MM” =3 


abscisa = — E 
Las coordenadas de P son 3 


ordenada = 2 


Notación. M (4/3) significa punto M de abscisa 4 y ordena- 
da 3. 


Recordemos que se llama primer cuadrante al ángulo XOY, se- 
gundo al YOX', tercero al X'0Y” y cuarto cuadrante al Y'OX y 
que los signos de las coordenadas de un punto son en el 


Primer cuadrante: abscisa + y ordenada + 
Segundo cuadrante: abscisa — y ordenada + 
Tercer cuadrante: abscisa — y ordenada — 


Cuarto cuadrante: abscisa + y ordenada — 


Podemos observar que un punto de un plano, queda determi- 
nado por sus coordenadas cartesianas ortogonales. Por ejemplo el 
punto N de la figura queda determinado por su abscisa z=— 4,5 
y su ordenada y =— 3,5, pues basta determinar sobre el eje XX” 
el punto N” que tenga por abscisa a — 4,5, y sobre YY” el punto 
N” de ordenada —3,5, trazar por esos puntos la perpendicular 
al eje a que pertenecen y buscar el punto N de intersección de esas 
perpendiculares. Se puede evitar el trazado de esas perpendicu- 
lares utilizando, como en la figura, papel cuadriculado. 
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COORDENADAS POLARES. — Dado un punto M(z|y), llamando 
e (*) a la medida de la distancia del punto M al origen O de los ejes, 


PAS 
y a al ángulo dirigido MOX que forma 





A > y +1 Y ! 
el semieje positivo OX, con la semi- e 
rrecta OM, vemos que dicho punto 
M queda también determinado cuan- 
do se conocen e y a que se llaman, 
respectivamente, radio vector y ar- 
gumento correspondientes al punto M. 

En efecto: dados el radio vector y 
y el argumento a correspondientes a 
un cierto punto, bastaría, para en- q A 
contrar el mismo, construir con lado OX un ángulo XOM=a, y 
tomar sobre el otro lado un punto M tal que la medida de su dis- 
tancia al origen O sea igual a y. 

Lo recíproco no es cierto, pues a un punto M le corresponden: el 
radio vector p =med OM y los infinitos argumentos congruentes, 
respecto de un giro, con el ángulo dirigido XOM= au, 


Notación. M(0/a) significa: el punto M tiene por radio vec- 
tor a p y por argumento a a, 


EsemPLos. — En la figura se han representado los puntos que 
tienen los radios vectores y ar- 
gumentos siguientes: 


M(4/35%) 


R(8/110% 





S(2!/1/1809) 
T(4,4/203*) 
P(2,1/316?) 








(% La letra griega p se llama «rhó » 
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2-b. FUNCIONES GONIOMÉTRICAS. — Se dice que una variable es 
función de otra, llamada variable independiente, cuando a cada va- 
lor de ésta corresponde un solo valor de la primera. 


DerInicióN, — Se llama funciones goniométricas a las que tienen 
por variable independiente a un ángulo dirigido. 


EsumPriO 1) La abscisa y la ordenada de un punto son funciones 


goniométricas. 
e En efecto: fijando un valor pa- 
Mira ol ra el radio vector, hagamos que el 
A AN argumento tome valores diversos 


> Moa 
SUR q 09, 05, d4... Puede observarse 


N entonces que los valores de la absci. 
o, sa yla ordenada dependen de los 
TT x argumentos, es decir: Fijado el ra» 
, dio vector, para cada valor del ar. 
(Es gumento corresponde un solo valor 
4 Mu) de la abscisa y un solo valor de la 
3 "ordenada, o sea que la abscisa y la 
ordenada son funciones del argu- 

mento, 










Designando con x e y las coordenadas de un punto de radio vec- 
tor p,indicamos que x e y son funciones de a escribiendo: 


=f() e y=Í(0) 


Es z e 
EsempLo 11. — Las razones Y $ 7 y .—, E 5 
e p 2 y 2 
y las coordenadas de un punto de argumento a y radio vector p, son 


también funciones goniométricas, es decir, los y 


, siendo x 6 





- R 
valores de las mismas no dependen del pun- mM M 
to elegido para determinar el radio vector, Ñ 
sino del argumento a, AS 
o NNN” 
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+ cocino al 


— 
En efecto: Sea OR una semirrecta cualquiera que forma con el 


0 —» IN 
semieje OX el ángulo XOR=a, y M', M”, M” puntos cuales- 
quiera de OR, p', p” y e” los radios vectores correspondientes, y 
Y' 2", 2", y, y”, y” las coordenadas de dichos puntos. 


A A A * Ñ on 
Como ON'M'0N”M”.0N""M”” por tener =N"=N"=1R 
a común 





M'N' M"N” MYN"" 
resulta == = == - 
OM OM” UM” 





por def. triáng. semej. 


med, M'N'_ med. MN” _ med. MN" 


luego == = ———— = ——————— PO! prop, raz. cant. 
med. OM med. OM”. med. 07 
Y YA LS 
9.28% A z si — A 
y e e 


El mismo criterio serviría para demostrar que esto ocurre con las 


demás razones s ” sé etc. 


2-c. Funciones trigonométricas. — DurinicioN. — Se llaman 


funciones trigonométricas de un ángulo a las razones A 5 E s 
e 


, 
z e e e ha 


y Arde entre la abscisa, ordenada y radio vector correspon- 


dientes a un punto que tenga a ese ángulo como argumento. 

Al estudiar estas razones recordemos los signos de las abscisas 
y ordenadas correspondientes a los puntos de los distintos cuadran- 
tes, y convengamos, además, en asignar un signo al radio vector. 


CoNvENCcIÓN. — El radio vector p es siempre positivo. 


Las funciones trigonométricas de un ángulo, además de este nom- 
bre genérico, reciben los siguientes nombres particulares: 


— 2 


DEFINICIÓN DE SENO DE UN ÁNGULO. —Se llama seno de un ángu- 
lo a la razón entre la ordenada y el radio vector de un punto que 
tenga a dicho ángulo como argu- 
mento. 


NoTACIÓN. sena = - 


Pp +X 


se lee: seno de a es igual a y «so- 
bre p. 





EysempLo: En la figura se tiene sen a = a = 0,6. 


DEFINICIÓN DE COSENO DE UN ÁNGULO. — Se llama coseno de un 
ángulo a la razón entre la absci- 
sa y el radio vector de un punto 
que tenga a dicho ángulo como ar- 
gumento. 


z 
NorTACcIióN. cos a = FE 





se lee: coseno de a es igual a x so- 
bre p. 


Esem.: En la fig.: cos a = ; = 0,8 Ñ Y 


DEFINICIÓN DE TANGENTE DE UN ÁNGULO. —Se llama tangente 
de un ángulo a la razón entre la or- 
denada y la abscisa de un punto que 
tenga a ese ángulo como argumento. 


NoTACIÓN. tga = Z se lee: tan- 
gente de a es igual a y sobre z. 


EsempLo: En la figura 





3 
= — =0,75. 
ta ñ 


2 — 


4 


Nora. — Como un punto M puede tener abscisa nula (cuando perte- 


+ Y 


nece al eje de las fes) se tendría en tal caso 


tga = + expresión que carece de sentido 


como cociente, por ser cero el divisor. 
Eyem.: tg 90% y tg 270% no existen. 


Suele decirse que tg 90% «tiende» a in- 
finito o simplemente que es infinito, sig- 
nificando con esto que la tangente de un y” 
ángulo puede hacerse tan grande como se quiera, tomando dicho án- 
gulo suficientemente próximo a 90%, y se indica simbólicamente así: 





tg 9”— o Análogamente tg 270” — w 


DEFINICIÓN DE COTANGENTE DE UN ÁNGULO. — Se llama cotangente 
de un ángulo a la razón entre la abscisa y la ordenada de un punto 
que tenga a ese ángulo como argumento. 


NoTACIÓN. cotg a = se leo: cotangente de « es igual a x 8o- 
bre y. y 


EsempLo: En la figura tercera (pág. 22) cotg a = Ha 1,33. 


Nora. — Como un punto M puede tener ordenada nula (cuando 
pertenece al eje de las equis)se tendría 


en tal caso cotg a = E expresión 


que carece de sentido como cociente 
por ser cero el divisor, 


EsyrEm. cotg 0? y cotg 180% no exis- 
ten. 





Consideraciones análogas a las 
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hechas para las tangentes de 90% y de 270% conducen a decir 
que: 
cotg 0" —»w , cotg 180 —> wo 


DEFINICIÓN DE SECANTE DE UN ÁNGULO. — Se llama secante de un 
ángulo, a la razón entre el radio vector y la abscisa de un punto 
que tenga a dicho ángulo como argumento. 


NoTACIÓN. sec a = se lee: secante de a es igual a p sobre x. 


8 Jo 


EyempLo: En la figura segunda (pág. 22) sec « = - = 1,25. 


DEFINICIÓN DE COSECANTE DE UN ÁNGULO. — Se llama cosecante de 
un ángulo a la razón entre el radio vector y la ordenada de un pun- 
to que tenga a dicho ángulo como argumento. 


NorAcIóN. cosec a =-L que se lee: cosecante de « es igual a p 
sobre y. y 

EyempLo: En la figura primera es (pág. 22) cosec a = 2. 

Nora, — Cuando la abscisa (ordenada) de un punto que tiene por 
argumento al ángulo a es nula, se dice que su secante (cosecante) 


no tiene sentido. 
Consideraciones análogas a las hechas para tg90% y cotg 180? 


conducen a decir que: 


sec 90" —> w , cosec180” — wo 


OñservacióN 1. — El seno, el coseno, la tangente, la cotangente, la 
secante y la cosecamte de un ángulo son las funciones trigonométri- 
cas del mismo. 


OnservacióN 11. — Siendo pe, x e y números, resulta que 


Las funciones trigonométricas de un ángulo son números. 


2 — 


2-d. Ejemplos. — DETERMINACION APROXIMADA DE LOS VALORES 

DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

DE UN ÁNGULO CUALQUIERA EM- M “Y 

PLEANDO EL TRANSPORTADOR Y LA RE- 

GLA GRADUADA. — 1) Sea, por ejem- 

plo, hallar las funciones trigonomé- 

tricas del ángulo a =115" 30", y 
Dibujamos sobre un sistema de 


ejes coordenados rectangulares una > 
+ 


semirrecta que forme con el se- Xx" S X O XxX 








mieje positivo de las x el ángulo 
a = 115” 30, tomamos para OM A Y* 


un valor conveniente, por ejemplo 

OM=3 cm (30 cm si se tratara de una figura sobre el pizarrón) y 

obtenemos el punto M. Trazando por dicho punto la perpendicular al 

eje XX” quedan determinados los segmentos OS y SM, cuyas medi- 

das, tomando el cm por unidad, nos dan las coordenadas del punto M, 
Para nuestro caso esas medidas son : 


z=—12 ; y=+27 y como p=>+3 














Luego sen 115" 30' = +1 . =- 20 + 0,90 
+e 3 
cos 115301 = =*% 18 042 
+e ; 3 
gi5 300 = EY 27 916 
—ze 1,25 
colg 115 30'= =* -—18 046 
+y 2,7 
sec 115% 30" = +e 3 o BAN 
—8 1,25 
cose1i69200 = TL + E e 
+y 2,7 
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EyempPro 11) Hallar los valores de las funciones trigonométricas 
de un ángulo a == 323". 


Determinando el punto M(3/323?) y procediendo como en el caso 
anterior se tiene: 


x=>+245 ; y =—1,/75 y como p=-+3 












Luego sen 323" = —- 8 =—0,59 cos 323” = E = +0,81 
— 1,75 
tg 323” = — z —0,71 
Y s 2,45 j 
2,45 
cotg 323% = 2 Z—14 
E e a — 1,75 
y 3 
sec 323” = ——— Z + 1,22 
2,45 +. 
“ly M 
Y vosec 323% = qe. 2— 1,71 
— 1,75 


3. Circunferencia trigonométrica. — Con el objeto de in- 
terpretar mejor algunas propiedades de las funciones trigonométricas. 
de descubrir otras y poderlas recordar fácilmente, vamos a conside- 
rar una circunferencia con centro en el origen de un sistema de ejes 
coordenados cartesianos y que tenga por radio a la unidad común 
para ambos ejes. A esa circunferencia la llamaremos circunferencia 
trigonométrica, pues, como veremos, la abscisa y la ordenada de uno 
de sus puntos son el seno y el coseno, respectivamente, del ángulo 
que tiene como primer lado al semieje positivo de las x y por lado 
extremo a la semirrecta determinada por el origen de los ejes con 
dicho punto. Para esos ángulos dirigidos valen las convenciones he- 
chas para sus signos y Jado origen (n* 1 a.) 
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En efecto. dado el ángulo 
MN 
XOM = a, se tiene: 


luego sen a =y 


008: Y e: ÓN 





y” 


VALOR DE LA TANGENTE Y LA COTANGENTE. — Si trazamos las tangen- 
tes a la circunferencia trigonométrica en los puntos A y B, extremos 
del primer cuadrante de la misma, obtenemos dos rectas t y t” que lla. 
maremos ejes de las tangentes y de las cotangentes, respectivamente. 

Esos nombres provienen del hecho de que las medidas con res- 
pecto al radio de la circunferencia, tomado como unidad, de los 
segmentos, AT y BK, de esos ejes, comprendidos entre el punto de 
contacto con esa circunferencia, y el de intersección de los mismos 
con la recta que contiene al lado extremo de un ángulo dado, son la 
tangente y la cotangente, res- 








+ Y 
m. ia pectivamente, de dicho ángulo. 
a En efecto: siendo 
y MP 
Ma a 
E Y ue fo.0 id z OP 
E, il To y MP = AT or ser 
op oa ” 
OPM =OAT 
AT 
luego tga = — 
y” OA 


(*) Con MP y OP representamos segmentos orientados (ver n' 20a) y 
con OM, OA y OB segmentos no orientados. 


— Y 


y como OA es la unidad de medida, resulta 





tg a = med. de AT 





Análogamente resulta: 


A A 
coga= LE BX or ser OPM = OBK 
y OB 


MP 





y como OB es la unidad de medida, resulta 





cotg a = med. de BK 





VALOR DE LA SECANTE Y LA COSECANTE. — Para encontrar los seg- 
mentos cuyas medidas nos dan la secante y la cosecante del ángulo a, 
basta trazar la tangente a la circunferencia trigonométrica en el 
punto M y hallar las medidas, con respecto al radio de la misma, de 
los segmentos OS y OV, determinados por el origen O con los pun- 
tos de intersección de esa tangente con los ejes XX” e YY” respec- 





tivamente. 
se ] En efecto: 
OM 
== or def, 

sec a OP p 

des 29 OS 

co; —- = == 

z op 0 


08 
OM unidad 








sec a = med. de OS 








28 — 


A A 
Considerando los triángulos OPM = OMV resulta que: 





cosec a = med. de OV 





Noras. — 1. Cuando las funciones trigonométricas de un ángulo se 
obtienen por los procedimientos indicados anteriormente, los signos 
que les corresponden son los de los semiejes sobre los que se miden 
o a los cuales son paralelos, como puede comprobarse aplicando di- 
rectamente las definiciones de esas funciones trigonométricas, 

II. Puede probarse, mediante la igualdad de los triángulos OAT 
y OMS y la de los OBK y OMV (figs. de págs.27 y 28) que la 
medida, con respecto al radio, de los segmentos OT y OK, dan el 
valor absoluto de sec a y cosec a respectivamente. 


EJEmPLos. — Calcular aproximadamente las funciones trigonomé- 
tricas de los ángulos de 115" 30/ y de 323”, 


Esemero 1: +Y 





sec O 







a=t15"30" 








sen 115%30' = + med. MP = + 0,90 
cos 11530” = — med. OP = —0,42 
tg  115%30” = — med. AT = —2,16 
cotg 115% 30' = — med. BK = — 0,46 
sec 11530” = — med. OS =— 2,40 


cosec 11530" = + med. OV = + 1,11 


mM 
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EsempLo Il: 


sen 323” =—med. MP =—0,59 
cos 323"= + med. OP = +0,81 
tg  323”=-—med. AT =0,74 
cotg 323 =— med. BK=—1,40 


sec 323= + med. 0S =+ 1,22 


cosec 323 =— med. OV =—1,71 
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4.a. Signo del seno en los cuatro cuadrantes. — Teniendo 


en cuenta que el*radio vector p, se considera siempre positivo y que 


la ordenada y es positiva en el primero y el segundo cuadrantes y 
negativa en el tercero y en el cuarto, resulta, por la definición de 
seno y la regla de los signos de la división, que: 


El seno de un ángulo tiene signo + en el primero y el segundo 
cuadrantes y signo — en el tercero y el cuarto, 


Las figuras y el cuadro que siguen nos permiten recordar fácil 
mente esa propiedad. 








30 — 






a 1%: cuad, | 2% cuad. |3%-cuad. | 4% cuad. 
Sino: [=== == 
del seno 





- + E la 


VALOR DEL SENO. -— Como la abscisa, la ordenada y el radio vee: 
tor son medidas de segmentos que forman (en general) un triángu- 
lo rectángulo del cual el segmento cuya medida es el radio vector, 
es la hipotenusa, resulta : 


lvl <p y |z| < e, y comoen algunos casos particulares (90* y 2709) 
ss p=Ilyl, yen otros (0” y 180% es p = |al, se tiene que: 
lvl se yque ll se 

y por lo tanto 


[sen a] = a 1| es decir 











El seno de un ángulo es en valor absoluto menor o igual que uno, 


4-b. Signo del coseno en los cuatro cuadrantes. — Teniendo 
en cuenta que la abscisa de un punto es positiva en el primero y el 
cuarto cuadrantes y negativa en el segundo y tercero y que el radio 
vector se considera siempre positivo, resulta por la definición de 
coseno y la regla de los signos de la división : 

El coseno de un ángulo tiene signo + en el primero y el cuarto 
cuadrantes y signo — en el segundo y el tercero. 


Las figuras y el cuadro que siguen nos permiten recordar fácil- 
mente esa propiedad. 


AY 
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A o 
Signo 1%-cuad. | 22 cuad. |3%-cuad. | 4% cuad. 
del EA a, O 
coseno + — = Ap 


VALOR DEL COSENO. — Como habíamos visto que | x |< e 


[cos al Sl s1| o sea que: 


El coseno de un ángulo es en valor absoluto menor o igual que 1. 


resulta 





4-c. Signo de la tangente en los cuatro cuadrantes. — Te- 
niendo en cuenta que la abscisa y la ordenada tienen los mismos 
signos en el primero y el tercer cuadrante y signos contrarios en el 
segundo y en el cuarto, resulta de acuerdo con la definición de 
tangente y la regla de los signos de la división, que: 


La tangente de un ángulo tiene signo más en el primero y tercer 
cuadrantes y signo menos en el segundo y el cuarto, 


Las figuras y el cuadro que siguen nos permiten recordar ese 
resultado. 


















Signo 19%-cuad, | 2% cuad. |3%-cuad. | 4 cuad. 
de la 
tangente + = + — 


82 =— 


VaLok DE La TANGENTE. — Como un cateto de un triángulo rec 
tángulo puede ser mayor, igual o menor que el otro, lo mismo sucede 
eon las medidas de los mismos tomadas con respecto a la misma 
unidad, o sea con la abscisa y la ordenada de un punto, Jueyo 


y por lo tanto es decir: 


= 
Anv 
R 





La tangente de un ángulo es en valor absoluto mayor, igual o me- 
nor que l, o sea, puede tomar cualquier valor, 


4-d. Signo de la cotangente en los cuatro cuadrantes. — 
De lo dicho sobre los signos de las coordenadas, de la definición 
de cotangente y de la regla de los signos de la división, resulta: 


La cotangente de un ángulo tiene signo más en el primero y el 
tercer cuadrantes y signo menos en el segundo y el cuarto. 


Este resultado se recuerda fácilmente teniendo presente las fl 
> guras y el cuadro que siguen: 














Signo 19": cuad. | 22 cuad. 13% cuad. | 49 cuad 
de la O 
cotangente] + | == + = 


Ál 
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de 


VALOR DE LA COTANGENTE. — Siendo 


véz es [cotga==31| o sea 


ele 








La cotangente de un ángulo es en valor absoluto menor, igual « 
mayor que 1, es decir, puede tomar cualquier valor. 


4-e. Signo de la secante en los cuatro cuadrantes. — De lo 
dicho sobre el signo del radio vector y de la abscisa, de la defini- 
ción de secante y de la regla de los signos de la división, resulta: 


La secante de un ángulo tiene signo más en el primero y el cuar- 
to cuadrantes y signo menos en el segundo y el tercero. 


Este resultado se puede apreciar fácilmente en las figuras y en 
el cuadro que siguen: 








y" 








Signo |1”"cuad.| 2%cuad, [3%-cuad. | 4o cuad. 
dela 
secante + - = + 











O sea; 





La secante de un ángulo es en valor absoluto mayor o igual que 1. 
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4-f. Signo de la cosecante en los cuatro cuadrantes. — 
De lo dicho sobre el signo del radio vector y de la ordenada, de 
la definición de cosecante y de la regla de los signos de la divi- 
sión, resulta: 


La cosecante de un ángulo tiene signo más en el primero y en el 
segundo cuadrantes y signo menos en el tercero y el cuarto. 


Este resultado se recuerda fácilmente con las figuras o el cuadro 
que siguen: 









Signo 1%-cuad. | 22 cuad. [3%-cuad, | 4% cuad. 
de la 
cosecante E 





Por otra parte, como |y |< ? es 0 O 8ea: 


lcosec a| = z 
Y 











La cosecante de un ángulo es en valor absoluto mayor o igual 
que 1. 


4-8. Funciones circulares. — Como la medida de un arco de 
circunferencia es igual a la de su ángulo central correspondiente, 
cuando se toma como unidad de arco al arco cuyo ángulo central 
correspondiente es la unidad de ángulo, parece natural llamar fun- 
ciones trigonométricas de un arco a las respectivas funciones trigo- 
nométricas de su ángulo central correspondiente. 
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EJEMPLOS: sen. arc. 30% = sen, dng. 30? Ea 


y refiviéndonos a la figura de la página 30, tenemos: 








sen ABM = sen 323% =—med. MP + —0,59 
cos ABM =c08 323" =+ med. OP 2+0.81 
ty ABM=t9 323% =-—med. AT e—0,71 


pu E 
cot ABM =cot 323 =— med. BK =— 1,40 


sec ABM = sec 323 =+ med. OS =-+ 1,22 
cosec ABM = cosec323? =— med. OV *—1,71 


A las funciones trigonométricas de un arco se las denomina fun- 
ciones circulares. 


5 Funciones trigonométricas de 0?, 30%, 45”, 60? y 90%.— 
DETERMINACIÓN DE SUS VALORES EXACTOS. — Los valores de las fun- 
ciones trigonométricas de esos ángulos podrían calcularse en la 
forma indicada anteriormente (pág. 25), pero los resultados que se 
obtendrían serían aproximados, pues dependen de las mediciones 
hechas con la regla graduada y el transportador de ángulos, que 
sólo permiten apreciar, en los casos corrientes, longitudes superio- 
res a medio milímetro y ángulos superiores a medio grado. El 
cálculo permite hallarlos exactamente, en base «u los valores de los 
lados y apotemas de los polígonos regulares en función del radio, 
y de las definiciones de las funciones trigonométricas, como se ex- 
plica a continuación. 


5-a. Valores numéricos exactos de las funciones trigono- 
métricas de 0”. — Siendo a =0* el Y 
punto M de argumento 0” pertenece al 
semieje OX y por lo tanto es 


=p e y=0 
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Luego 


te Ly : cos -2 tm 
e e e 
ét Y 6 
gs <= ; 0otg O? => (ver nota def. cotg.) 
sec 0? = ES = 1 ;cosec 0? = $ —> w (ver nota def. cosec.) 


5-b. Valores numéricos exactos de las funciones trigonomé- 
tricas de 90. — Siendo « = 90” el punto 
M de argumento 90” pertenece al semieje 
OY y por lo tanto 


luego 


eng =L.L=1 





[ e 
0 

cos =h2=-=0 
e 1] 


tg 90? = E: QA al w (ver nota def. tg) 


cotg 900 EE m0 


y 
sec 90” = Lic e —> o (ver nota def. sec) 
Ed 
cose =L 22 21 
Y P 


— $7 


Utilizando las relaciones existentes entre el lado y la apotema de 
un hexágono regular, de un cuadrado y de un triángulo equilátero 
y el radio de esos polígonos, pueden calcularse exactamente los ya- 
lores de las funciones trigonométricas de los ángulos de 30%, 45* 
y 60”, como veremos a continuación, 


5-c. Valores numéricos exactos de las funciones trigonomé- 
tricas de 30”. — Tomando como lado 
al semieje OX se construyen, en cada 
uno de los semiplanos respecto del eje 


A A 

XX”, los ángulos XOA = XOB = 30, 
Trazando la C(o y r) queda determina- 
da sobre ella la cuerda AB que es el 
lado del hexágono regular inscripto en 
Cío y » puesto que 





MB 60% = > 


luego AB="r 


Además como OM es la apotema de dicho hexágono, resulta que 


OM = ry3 
2 





Y como para el punto A es p = med. OA = med. r, se tiene 











Hu _ med.r 3 ev3. med.r  p 
e = med OM =- —— A la io E 
e. 
luego sen30 = 2. 2 1 05000 
e 22 2 
EZ 
2 13 





38 = 


me 


























e 
2 1 v3 
30" = E, 
li ai E 
2 
ev3 
colg 30" = - = 13 = 1,7320... 
Z 
ae E A 
ev3 13 3 
2 
cosec 30” = nd =2 
2 
2 


5-d. Valores numéricos exactos de las funciones trigonomé- 
tricas de 45”. — Tomando como lado el 


... PE 
semieje OX se construyen, en cada uno 
X de los semiplanos respecto del eje XX”, log 
V ángulos 





IN LAS 
XOA = XOB = 45” 
X  Trazando la Co y y, queda determinada 


ON" M 
po ER sobre ella la cuerda AB que es el lado 
e / del cuadrado inscripto en C(o y y), puesto 
Nai 3 = 090 - 0yn 
y que el arco AB = 90 = “Oyn_ 
«BB 4 
luego AB=ry2 
Además como OM es la apotema de dicho cuadrado, resulta que 
ON = sz. 1,47 
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Y como para el punto A es y = med. OA = med, r, se tiene 


x= med OM =- med. ¡Y = 947 


a] 


lr 42 = E ev2 


y = med MA 


resulta que z=y y por lo tanto 


1 pa 
sen45" =  cos45" = Ed - 2/7 0708 
1 e 
S s Ze? 
tg 45" = cotg 45 Al 
qe v2 
sec 45 = cosecao a e TO 41891... 


30 v2 Ly vz 


5-e. Valores numéricos exactos de las funciones trigonomé-. 
tricas del ángulo de 60”. — Tomando 


Pa e 
como lado al semieje OX se construyen, en 
cada uno de los semiplanos respecto del 
eje XX”, los ángulos 


A A 
XOA = XOB = 60”. 


Trazando la Co y y, queda determinada O 
sobre ella la cuerda AB que es el lado 
del triángulo equilátero inseripto en Co y » 





puesto que AB = 120% = Loro 





luego AB=ry3 
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Además como OK es la apotema de dicho triángulo equilátero re 


sulta que 


OK = 


Y como para el punto A es p =med OA = med r, se tiene: 


luego 





2 =med. OK =- medir =>h0 
y = med. RE =-med.r 3 = 59 V7 
: 
+evV3 A. 
sen 60% = ? ; - AB - 0,8660 
qe oy 
604007195505 0,0000 
1 
evi a 
tg 60% = L— =y 3 =1,78205 . 
AS 
Es a 
colg 60% = a — omo... 
3ev3 y 
A: A 
sec 60? = 1 1 2 
> 3 
eco 60 LL NE 6470 
qev3 38 E 2 
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Nora. — Con los valores obtenidos para las funciones trigono- 
métricas de 0%, 30%, 45%, 60% y 90% podemos confeccionar el cua- 
dro de la página siguiente: 


Los valores que figuran en él pueden recordarse fácilmente sa- 
biendo de memoria los de sus dos primeras columnas, o sea que: 


Los senos de los ángulos de 0”, 30%, 45%, 60% y 90% son respecti- 
vamente iguales a las mitades de los números positivos YO, VI, 


42, 13 y VA, y los cosenos de 0%, 30%, 45%, 60? y 90% son respecti- 
vamente iguales a esas mismas mitades tomadas en orden inverso. 








no existe no existe 


a + 
e 
co] 





Aplicaciones: 1. — Calcular aprotimadamente, empleando la regla graduada y 
el transportador, las funciones trigonométricas de los ángulos de (*): 


a) 78* R:= 0,598; 1,02 ; 4,70; 0,21 ; 0,20 ; 4,81 
BD) 145% R:= 057; 1,774; —0,70; —143; —082;  —1,22 
e 218” R: =-0/61; —1,62; 0,78 ; 1,28; -—0,78 ; —1,27 
d) 32%  R:2-0,64; —153; —084; —119; 076; 180 
6) — 120% R: 20,86; —1,11 5 1,73 ; 0,58; 05 ; —2 

N —405* R:=S—0,705 —1,41 5 —1 3 —1 5 070; 1,41 
9) — 190% R:= 0,17; 5,76; —0,117 ; —5,67 ; —0,98 ; —1/01 
h) — 525 R: =-—0,26; —3,86 ; 0,27 ; 3,73 ; —0,96 ; —1,03 
D 740? R:Z 034; 2,92 ; 0,36 ; 2,75 ; 0,94 ; 1,06 
» 1000 R: 20,98 ; —1,01 ; —567 ; —0,17 ; 017 $ 5,79 


IL. — Dibujar un 


ángulo sabiendo que: a) es agudo y su seno es E) es ob- 


ay 2 
Jueo y su seno es 7-50) es cóncavo y eu coseno es ==>; d) es agudo y su tangente 


1 3 
. 3 5 8) es agudo y su cotangente es 2; f) es obtuso y su secante es — z* h) e 


4 
agudo y su cosecante es —. 








. = s A A 2 
30 2 37] v3 Ya 3 
2 vz 2 2 > 
AE Ñ E —=V2|— =y2 
2 2 NE 2 y 
di lll yr LE 2. (2 207 
2 Va 3 Ya 3 









ye 
2 
vi 
2 
450 dl 
JE 
2 
Ya 
2 


no existe no existe 








La tercera columna se obtiene dividiendo los números correspon- 
dientes de las dos primeras y las restantes columnas recordando que 
la cotangente, la secante y la cosecante de un ángulo son iguales a 
los números inversos de la tangente, del coseno y del seno, respes- 
tivamente, de dicho ángulo, como se justifica en el Capítulo 11 
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Ce 


3 


TI. — Decir, mentalmente, cuál es el signo de: 


1) sen 120? R:+ b) cos 98* R:-— 
€) tg 215" 38' R: + d) sec 322% R: + 
0) cosec 58" 40% R:+ f) cotg 188* R: ¿+ 
y) cos (— 45%) R: + h) tg (— 216”) R: — 
1) sec (— 298%) R:+ $) cosec (— 96%) R: — 
E) sen 802? R: + D tg 415? R: +4 
m) sen 1215? R:+ n) cos (— 485”) R:- 
P) sen (— 810”) R:— 9) cotg (— 500”) B:+ 
(*) Las respuestas se dan en este orden: sen; cosec; lg; coto; ves; ses. 
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IV.— ¿4 qué cuadrante perlenece un ánguio positivo menor que un giro ei: 


6) su seno es positivo y su coseno negativo 

D) su coseno es positivo y su tangente es positiva 
€) su seno es positivo y su secante negativa 

d) su seno es positivo y su cotangente es positiva 

€) su coseno es negativo y su seno positivo 

f) su tangente es positiva y su coseno negativo 

9) su cotangente es negativa y su cosecante positiva 
h) su cosecante es negativa y su secante positiva 


1) su cotangente es negativa y su coseno positivo 
V. — ¿En cuáles cuadrantes: 


a) el seno es positivo 

D) es negativo 

6) el coseno es positivo 
d) negativo 

8) la tangente es positiva 
f) negativa 

9) la cotangente es positiva 
A) negativa 

$) la secante es positiva 
Í) negativa 

E) la cosecante es positiva 
D negativa 


VI. — Indtcar mentalmente cuál es el signo de a els 
a) 3 = sen 38” cosec 200% 
sen 126” . cos 130 


Dr 
de 27307 ¿con (— 1209 
Ñ sen (210% 


M— 


TENE TEEN 


o 


:al 2- 
:al le 
:al 29 
:al 1* 
: al 2* 
al 3* 
: al 29 
:al 4o 
¿al 4o 


PY Pp» up 


: en el 1* y 2 
: en el 3? y 4* 
: en el 1* y 4 
: en el 2* y 3e 
: en el 1* y 3- 
: en el 2* y 42 
: en el 1* y 3e 
: en el 2* y 4 
: en el 1* y 4* 
: en el 2> y 3 
: en el 1* y 22 
; en el 3* y 4e 


E: — 
R: + 


¡+ 


—1 
cos (— 225") 
cos 56” 38” . cotg 212* . cosec 315*48' 
tg 45 + cotg* (— 240”) 


ds- 


d3= 


VII. — Hallar el valor numérico exacto de las expresiones siguientes: 


a) cos 0” + 2 8en 30? + cos? 45* 


b) sen 0” + sen 90” + cos 180 — cos 60% — sen 45” cos 45* 











€) senz + cos E 9000 4 en 1 
o sen 90? cos 45”4-cos 0? sen 45* 
tg 45” + cotg 45? 
» cos* 30" + cos* 60 — cotg? 45* 
2 gen 45” cos 45” 
» $2 360” + cos 360% 
eos 90% + tg 180” — sen 270* 
» cos 90? + sen 270? — sen 90? — sen 0* 





tang 180 — cos 180? 
A) sen 450? — cos 540? — sen 630” + 2 tg 405” . cotg 48* 


$) cos (— 60%) — He (— 45?) — cotg? 30” + 4 cos* (— 30%) 


$) sen (— 390”) + 5 cos (— 180”) — 3 sen (— 90%) +3 cos(— 60%) KR: — 


B: 5 
a 


R: dá 
1 


CAPITULO UI 


REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE 


ProorAMA, — Relación entre las funciones trigonométricas de un mismo ángulo. 


Aplicación: dado el valor de una función, calcular los valores de las demás 
funciones del mismo ángulo. Relaciones entre las funciones trigonométricas de 
ángulos opuestos, complementarios, suplementarios, que difieren en = o en un 
múltiplo de x. Aplicaciones. Reducción de un ángulo al primer cuadrante. 


6. Relaciones entre las funciones trigonométricas de un 
mismo ángulo: fórmulas fundamentales. — CoroLario l. — 
La secante de un ángulo y su coseno son números inversos. 


En efecto: Siendo 


seca E por defin. de secante 


T . 
y Cosa ES por defin. de coseno 


d 6 A 
como los números - y — son inversos 
e 


resulta seca 





por def. de núm. inver. 
Cos a 





EJEMPLOS Si cos 4 = 5000 - ¡81 sec a =—2 €8 C08 a+ 
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CoroLario 11. — La cosecante de un ángulo y su seno son núme- 
ros inversos. 











Siendo cosec a = + por defin. de cosecante 
y sena = + por definición de seno 
como los números ra y ra son inversos 
resulta cosec a = por def. de núms. inversos 

sen a 
EsEmpLOS Si sena = sel es cosec a = SF =y2 


4 4 
Si cosec a = es Maine 


elo 


CoroLario 111. — La tamgente de un ángulo es igual al cociente 
del seno por el coseno del mismo. 











En efecto: Siendo sena = Y por definición de seno 
y cosa = S por definic. de coseno 
3% 
es (si cosa +0) Ju a e por prop. unif. de div. 
cosa a p 2 
e 
Simplific. queda 2 y como La tg a por def. tang. 
cos u z T 
sen a 
resulta tpa= 
cosa 
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CoroLar¡o 1V.— La cotangente de un ámgulo es igual al cociente 
del coseno por el seno del mismo. 

















En efecto: Siendo cosa = _ por definic. de coseno 
sen a = - por definición de seno 
MEA 
es (ej sen a +0) A E a por prop. unif. de div. 
sen a y + y 
e 
Simplific. queda o y como Aa cotg a 
sen a y Y 
resulta cotg a = nd 
sen a 
EsempLOo cos 120” = 7: , sen120” = JE, y 
2 2 
1 
As E E A 
13 y 3 
2 


CONSECUENCIA. — De los dos últimos corolarios resulta que: 
Lu tungente y la cotangente de un ángulo son números inversos 





cotg a = 





En símbolos: 
== a 








EsempLo Si tg 210% = 





es Cot; A 3 
y 3 v3 


Además de estas relaciones, se verifica entre las funciones trigo 
nométricas de un ángulo la siguiente, llamada: 


ReLación pPrracórIca. — El cuadrado del seno de un ángulo más 
el cuadrado de su coseno es igual a uno. 





En símbolos: send a + costa =1| (5) 
En efecto: Siendo sena = - es senta = > 

y cosa=— es cra E 
Sumando m. am. da senta + costa LE 


y como en general, los segmentos cuyas medidas nos dan en valor 
absoluto, z, y y p son los catetos y la hipotenusa, respectivamente, 
de un triángulo rectángulo, se tiene: 


Y +x =p! por el teorema de Pitágoras, 


1 
luego senta +cosd a = ==] 
e 


(0) senta y cota significan respectivamente (sena)! y (cos a)! 


— 11 
Esus. gime Eg ema Lo 0 (LE aa 
2 2 2 4 4 
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CA508 PARTICULARES.—Si a =0% o a =180" es Y=02=zwp 





2 
luego sen? 0” + tr DA = 1; son? 180+cos* 180 = er =] 
e e 
Si a=9% o a=270% es 2=0 e y= <p luego 





2 
sent 90*+cost 90m LED y ent 270" 0088 2700 = LEO y, 
e e 


6-a. Conociendo el seno de un ángulo, hallar las demás 
funciones trigonométricas. — ProsLema. — Calcular las funcio- 
mes trigonométricas de un ángulo conociendo el seno del mismo. 

Daro: sen q. 


INCÓGNITAS: Co8 a, tg a, colg a, sec a, cogec a. 


SoLución. — Como la cosecante de un ángulo es el número inver- 


1 
cosec a = 
sen a 


y además, senta +costa =1 es [cos a = dl 





so de su seno, se tiene: 









































sen a 
y como tga = resulta tpa=z dE A 
cos a V1— sen a 
1 = 
pero  colga = luego | cotga = ¿VI senta 
a sen a 
seca = » seca == Pe 
cos Q 11 — senta 
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Nora. — La indeterminación del signo correspondiente al cos a, 
tg a, cotg a, y sec a, desaparece si se conoce a. o el cuadrante a que 
pertenece a. 


; 3 
EJEMPLO. Si sen a = ES y «a. es del 2? cuadrante es  cosec a«= 7 


2 y 4 V5 
cos a = E (5)- y $ 3 Pues 


en el 22 cuadrante el coseno es negativo, 








2 
3 2 25 V5 
ta = JE il: nd Es 5 colg a = — 37 
BT 
seca = z e a E 
E E 
3 


6-b. Conociendo el coseno de un ángulo, hallar las demás 
funciones trigonométricas. — PromLema. — Calcular las funcio- 
nes trigonométricas de un ángulo conociendo el coseno del mismo. 


Daro: cos a. INCÓGNITAS: sen a, tg x, colg a, sec q, cosec Y. 
SoLución. — Siendo la secante de un ángulo el número inverso 
de su coseno, se tiene: 


1 
seca =-— — 
Cos 








Además, como sen? a + cos? a =1, os | sena =+vYl1—co8ta 




















1 1 
y como cosec a = es | coseca = + == 
sen a V1— cos? a 
sena =Ñ 
y tga= es | tga= ¿NA cota 
cos a cos a 
1 COS « 
cotg a = es colg a = + == 
tga V1— cost a 
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Nora. — La indeterminación del signo de sen a, tg a, cotg a, y 
cosec «, desaparece cuando se conoce a o el cuadrante a que per- 
tenece. 


ñ 3 
EJEMPLO. — Si cos a =— En y a es del 20 cuadrante, es sec a = ES 


AS il 


pues en el 22 cuadrante el seno es positivo 


v7 





aN7 
: am —— = — — 
E eN 3 3 


4 
cosec a = — = 
7 


APLICACIONES. — Interpretación de los signos correspondientes a 
las fórmulas que dam los valores de las funciones trigonométricas de 
un ángulo en función del seno y del coseno del mismo. 

Habíamos visto (n* 
6-a) que dado el seno 
de un ángulo, por ejem- 


2 
plo sen a = a resul- 


taban dos valores para 
el coseno, dos para la 
tangente, dos para la 
cotangente, dos para la 
secante y uno solo para 
la cosecante, Esto se 
comprende claramente 
observando la figura; 
pues si llevamos sobre 





el eje de las «íes» el valor de sena o sea E y trazamos por el 


punto R obtenido la m||XX” ésta corta a la circunferencia trigo- 
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nométrica en los puntos M y M' cuyos argumentos a y ol” tienen 
=> mw_2 
el seno dado, pues med MP = med M'P” = 3: 
En cambio, los cosenos, las tangentes, las cotangentes y las secan- 
tes de estos ángulos a y o”, son iguales en valor absoluto y de dis- 
tinto signo, lo que está de acuerdo con las fórmulas obtenidas an- 
teriormente 


== sen a 
cosa =+vYl—semntae ; tga= =*= 
v ¿Ms /1— sen? a 
col, ¿Ent y seca ES A A 
a == —__—_—_—— = —————— 
a sen a ó y 1— sen? a 


Por último ambos ángulos tienen la misma cosecante igual a 
med. OV, lo que también está de acuerdo con la fórmula 





cosec a = S 
sen a 

En forma análoga se justifican los dobles signos de las fórmu- 
las obtenidas en el párrafo 6-b. 


6-c. Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos 
ángulos complementarios. — TrorEmMa. — Si dos ángulos son 


complementarios, las funciones de uno son iguales a las respectivas 
cofunciones del otro. 


Hip) « y B “+ ángulos complementarios. 


Tesis) sen a = C08 (5) 5 cos a - om(5—a) 
2 2 

ig a = cotg (5) 5 cotga =tg (5) 

3 r ) 

seca =cosec [| — —a) ; coseca = sec[| ——«a 
A G 
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DemosT.) Demostraremos en primer lugar que se cumplen las 
dos primeras igualdades de la tesis, puesto que las restantes re- 
sultan de aplicar las relaciones fundamentales entre las funciones 
trigonométricas de un mismo ángulo. 

Supongamos, para fijar ideas, que a sea un ángulo del primer 


cuadrante, con lo cual resulta que su complemento $ = 5 —a tam- 
bién lo es. Tomando para ambos ángulos el mismo radio vector 
o sea Med. OM =med O'M'=0, y trazando MP 1 XX' y M'P' ¡ XX' 
resulta o$m = o PM OM = 0'M” por const. 


IN IN 
por tener POM = 0'M'P' = 4 


luego MP =0P" ; OP =MP' 


y == = cos 
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cos | — — a 
1 ( ) 
seca = -— = cosec [| — —«u 
cos a T 
senf — — a 
(5-3) 
1 T 
cosec a = - == sec — —Q 
(5) 


EymmpLOs. sen 60% = cos 30” = y cotg 45" == tg 45” =1, 


e 
E 


OnsErvAcIÓN. — Las relaciones establecidas también son válidas 
cuando el ángulo a pertenece a otro cuadrante, pues salvo los casos 


¡7 





particulares en que M o M' pertenezcan a los ejes, es posible formar 
triángulos como los OPM y O'P'M' recientemente comparados. 


a 
— 5 


Los alumnos pueden comprobarlo en el ejemplo que sigue midien- 
do, con respecto al radio, los segmentos que llevan los nombres de 
las funciones de los ángulos considerados y cuya igualdad se in- 
dica a continuación: 


sen a = sen 200% = med MP = med O'P* = cos (— 110%) = cos $ por 
eso se ha escrito cos f sobre el MP y sen « sobre el OP”. 


Análogamente, se tiene: cos 200% = sen (— 1105 ; 
tg 200? = coty (—110%) ; cotg 200% =tg (— 1105 ; 
sec 200? = cosec (— 110%) ; cosec 200% = sec (— 110?) 


6-d. Relaciones entre las funciones trigonométricas de 
dos ángulos simétricos. — Teorema. — Si dos ángulos son simé- 
tricos, las funciones trigonométricas de uno son iguales en valor ab- 
soluto y de signo contrario a las del otro, excepto el coseno y la 
secante que son iguales en valor absoluto y signo. 


HipP.) a y —« ámgulos simétricos 





M Tesis) sen (— a) =— sena 
cos (— a) = + cos a 
Xx ty —a =— ta 

cotg(— a) = — cotg a 
sec (ú— a) = + sec a 


Y cosec(— a) =— cosec a. 


DemosT.) Demostraremos en primer lugar que se cumplen las 
dos primeras igualdades de la tesis, puesto que las restantes resul- 
tan de aplicar las relaciones fundamentales entre las funciones tri- 
gonométricas de un mismo ángulo. 

Supongamos, para fijar ideas, que a sea un ángulo del primer 
cuadrante, con lo que resulta que su simétrico (—a) pertenece al 
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cuarto cuadrante. Tomando para ambos ángulos el mismo radiv 
vector p, o sea, 


Med OM = medOM' =p 


y uniendo M con M/ se obtiene el MOM isósceles en el que ox es la 
bisectriz del ángulo MOM” opuesto a su base; luego MP =M'P 
y como OP =OP resulta que los valores absolutos de las coorde- 
nadas de los puntos M y M' son iguales. 

Pero como M pertenece al primer cuadrante y M' al cuarto, re- 
sulta: 


Med de MP = + y ; med de M'P = — y' 
med de OP = + x ; med de OP =+x 


por lo tanto y = —y' y ==y y U=+2z 


Y —Y Y 








en (— 0) = == —==—2=% =—8na 
luego sen (— a) A ; A 
Y 
coral AE e dl 
e e e 
pia = sen (— a) _- Stma =—é 
cos (— a) + cos « 
cotg (q) = HEY As =— cotg a 
sen (— a) — sen a 
d, 1 
sec (Á— a) = —— = ——— nm + 800 
cos (— a) + cos « 
1 1 
cosec (— a) = ————- = ———— = — Cosec Qu 
sen (á— a) — sen a 
EJEMPLO. — 


2 
sen (— 30% =— sen 30? = =5 ; cos (— 45%) = cos 45” = ae 


ObBsErvAcIiÓN. — Las relaciones establecidas son también válidas 
cuando el ángulo (—a) pertenece a otro cuadrante. 
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Los alumnos pueden comprobarlo en el ejemplo que sigue, mí- 
diendo con respecto al radio los segmentos cuyos extremos están 
indicados por las mismas letras, 


Ye 














y 


Por ejemplo, si a = 220?, su simétrico es $ =-—220* y 

sen 220 = — sen (— 220%) ; cos 220 = + cos (— 220%) 
tg 220% =—tg (—220%) ; cotg 220% =— cotg (— 220%) 
sec 220 = + sec (— 220%) ; cosec 220% = — cosec (— 220%) 


I 


6-e. Relaciones entre las funciones trigonométricas de 
dos ángulos suplementarios. — Teorema. — Si dos ángulos son 
suplementarios, las funciones trigonométricas de uno son iguales en 
valor absoluto y de signo contrario a las del otro, excepto el seno y 
la cosecante que son iguales. 

Hip.) «a y PB =r—a ángu- 
M los suplementarios. 








+y  TEsIs) sen (r— a) = + sena 
: cos (rT— a) =—cos a 
ty (=—) =—t a 
cotg (1 — a) = —cotg a 
sec (1 — a) =— sec a 
Y" cosec (1 — a) = + cosec a 
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JEMOST.) Demostraremos en primer lugar que se cumplen las 
relaciones de la tesis, entre los senos y cosenos de los ángulos su- 
plementarios, puesto que las restantes resultan de aplicar las rela- 
ciones fundamentales. 

Supongamos, para fijar ideas, que a sea un ángulo del primer 
cuadrante, con lo que resulta que su suplemento (1-—a) pertenece 
al segundo cuadrante. Tomando para ambos ángulos el mismo ra- 


dio vector p "> 


osea MedOM=med OM =p y trazando MP XX” y M'P'1 XX 
OM - OPM: OM =0M' por const. 


resulta: 
NA PAS 
POM = P'0M' = 4 


por tener 


uego MP = M'P" ; OP =0P' o sea los valores absolutos de las 
coordenadas de los puntos M y M' son iguales. 

Pero como M pertenece al primer cuadrante y M' al segundo, 
resulta : 


Med MP =+y ; med M'P'=+y" ; md OP =-+zx y med OP'= —x 











por lo tanto Y =+y y 2 =—x 
> 
luego sn(a—a) - Y e Y Lena 
e e e 
4 — 
cos (r— a) = ce eE 008 
e e e 
sen (1 — a) + sen a 
RA) = —__——- = ———— =—lga 
tel ) cos (1 — a) — cos a 
cotg (4 — a) = se). 2 cotg a 
sen (1 — a) + sen a 
a st A 
cos (1 — a) — cos u 
O A 
sen (1 — a) + sena 
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EjseupLos, sen 120”= sen 60”= ; cos 150%= —cos 30 =— -—— ; 





tg 135% =—tg 45" =—1. 


Onservación. — Las relaciones establecidas son también válidas 
cuando el ángulo a pertenece a otro cuadrante. 

Los alumnos pueden comprobarlo en el ejemplo que sigue, mi- 
diendo con respecto al radio como unidad, los segmentos que llevan 
en los extremos las mismas letras. Por ejemplo, si 


a= 200% su suplemento es $ = (180% — 200%) = — 20? 
y sen200” = + sen (— 20%) cos 200% =—cos (— 20”) 
tg 200 =— tg(—20% ;  cotg 200 =— cotlg (— 20?) 


sec 200% =— sec (— 20% ;  cosec 200” = + cogec (— 20%) 








6-f. Relaciones entre las funciones trigonométricas de 


dos ángulos que difieren en 3 TEOREMA. Si dos ángulos difie- 


ren en 3 (909), las funciones trigonométricas del mayor son iguales 
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en valor absoluto a las cofunciones del otro y de distinto signo, éz- 
cepto el seno y la cosecante que 

tienen el mismo signo. 
3 


Hir) a y pde 


ángulos que difieren en y 





Tesis) sen A + a) =+c08x  ; COS E + a) =— sena 


T Tr 
tIl—=+a| =—cotga ; col (E +2) =—0w0 
(3 ) g 2 


sec G + «) = —CO8ec a ; Ccosec E + a) - + sec a 


DemosT.) Procediendo como en los casos anteriores, tomaremos 
al ángulo a en el primer cuadrante, con lo que resulta que f per- 
tenece al segundo cuadrante. 

Tomando para ambos ángulos el mismo radio vector p, O sea: 


Med OM = med OM” = y y trazando MP1 XX” y M'P'1 XX” 


A A DW Dr 
resulta OPM = M'P'O | OM=0M' => 


A A 
por tener POM = P'M'O = a 


Luego MP =0P” y OP—=MWP” o sea los valores absolutos de 
la abscisa y la ordenada del primer punto son iguales a los de la 
ordenada y la abscisa, respectivamente, del segundo. 
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Pero como M pertenece al primer cuadrante y M' al segundo, 
se tiene: 


Med MP=+y ; med M'P'=+y' ; mad OP =+x y med OP! = —2' 











por lo tanto y =—2' Y =—y e y =+xz 
d x z 
luego sen (5 +0) = 2 + =+2=+c08% 
2 ? e ? 
, — 
cos o de A AA 
2 e 0 P 


cos (5 + a) 
2 — sen a 


pu = =—lga 
co ( 2 * a) sen G + a) + cos a sl 
2 
sec G JH 0) A A 
2 cos G + a) ió 
2 
1 pa 
eno (= +2) e. FS + seca 
2 a. G ES 0) + cos a 
2 
EJEMPLOS y 
cos 120” =— sen 30% = + ; cotg 135 =—1g 45" =—1 


OrsErvACcIÓN. — Las relaciones establecidas son también válidas 
cuando el ángulo a pertenece a otro cuadrante, como puede com- 
probarse en el ejemplo que sigue. 


62 — 





En el se ve que: si «a = 200” es B = 90” + 200% = 290% 


y sen 290 = +cos 200 ; cos 290% =— sen 200? 
tg 290% =— cotg 200 ; cotg 290% =— tg 200" 
sec 290” = — cosec 200% ; cosec290% = + sec 2002 


6-8. Relaciones entre las funciones trigonométricas de 
dos ángulos que difieren en =. — TrEoreMA. — Si dos ángulos 
difieren en x (1809), las funciones trigonométricas de uno de ellos 
son iguales en valor absoluto y de signo contrario a las del otro, 
excepta la tangente y la cotangente, que son iguales. 


Hip.) ayy=.u+«e ángu- Y 
los que difieren en z. 


Tesis) sen (x + a) =— sen a 
cos (+ a) =—c08 au 
tr (1+0o=+tuy «e 
cotg (x + a) = + cotga 
sec (x= + a) =— sec a 
cosec (1 + a) =— coser « 
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DemosT.) Procediendo como en los casos anteriores, tomaremos 
el ángulo a en el primer cuadrante, con lo que resulta que y per- 
tenece al tercer cuadrante. 

Tomando para ambos ángulos el mismo radio vector p, o sea: 


MedOM = med OM' =p y trazando MP 1 XX' y M'P' 1 XX' 


OM =0M =p 
IN MN 
POM = P'0M' = a 


A A 
resulta OPM = OP"M' 


por tener 


Luego MP =M'P” y OP=0P” o sea los valores absolutos de 
las abscisas y ordenadas de los puntos M y M' son iguales. 

Pero como M pertenece al primer cuadrante y M' al tercero, re 
sulta: 


Med MP =-+y ; med M'P'= —y' ; med OP =+x y med 0'P' = —x' 











por lo tanto y =—=y y Y 2-1 
' =s 
luego sen(m+ a) =%-= Y .—L —oma 
E (+) A 5 
' — 
at E e im 
P e e 
0 O — sen a Lua 
cos (7 + a) — cos a 
cotg (1 + a) a Ñ + cotg a 
Us a) = —_—_—_—- = —__—_—_—_— = 
tg (a+ a) + tga 
1 1 
sec (rx + a) = = =—seca 
cos (1 + a) — cos a 
1 1 
cosec (1 + a) = ——— = ——— =— Cosec a 
sen (1 + a) — sen a 


EsmmpLos. cos 210% =— cos 30” =—— ; cotg 225" =+ cotg 45% =+1 


4 
2 
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ao, 


OnsErvAcIóN. --— Las relaciones establecidas son también válidas, 
cuando el ángulo a pertenece a otro cuadrante, como puede com- 
probarse en el ejemplo que sigue, midiendo, con respecto al radio, 
los segmentos cuyos extremos llevan las mismas letras, 


Por ejemplo, si a = 220? es y = 180” + 220? = 400? 
y sen 400% =— sen 220 ; cos 400 =—cos 220? 
tg 400% = + tg 220% ; cotg 400? = + cotg 220? 
sec 400% = — sec 220% ; cosec 400% = — cosec 220? 


Y Y 














y 





6-h. Relaciones entre las funciones trigonométricas de dos 
ángulos que difieren en un múltiplo de 2 x=. — TEorEMA. — 
Si dos ángulos difieren en un múltiplo de 2.71 tienen las mismas fum- 
ciones trigonométricas. 


Hip.) a y f=a+2%0n 
n = n' entero (pos. neg. 
o ñulo) 

Tesis) sen (a + 271) = sen a 
cos (a +27 n) = cos « 
tg (a+ 27m) =tg a 
cotgla + 27m) = cotga 
sec (a + 27m) = sec a 
cosec(a +27 n) = cosec « 





Demosr.) Como los ángulos a; a +27; a +4r; etc. a+ 2xn 
son congruentes respecto de un giro, tienen sus lados coincidentes, 
Luego si se toma un punto cualquiera del lado libre OM de esos án- 
anlos, el radio vector, la abscisa y la ordenada de este punto son 
comunes para todos esos arenmentos, por lo tanto también lo son 
las razoues entre esos números, que son, por definición, las funcio- 
nes trigonométricas de esos ángnlos. Luego la tesis es cierta, 


IJEMPLOS, sen 390% = sen (30” + 260) = sen 302 => 


cos 765% = cos (45% + 360.2) = cos 45” = a 


tg 1500" = tg (60% + 360.4) = tg 60” = 3 
cutg 3015? = cotg (15% + 3607.10) = cutg 45% = 1 


6-i. Reducción de un ángulo al primer cuadrante. — 
Hemos visto en Matemática 3, que las tablas de valores na- 
turales de las funciones trigonométricas de un ángulo sólo contienen 
los valores correspondientes a ángulos del primer cuadrante. Con- 
viene hacer notar que no existen tablas que den los valores de las 
fuuciones trigonométricas o de sus logaritmos, para ángulos mayo- 
res que 90%, pues resultan innecesarias desde que, como veremos. 
dado un ángulo cualquiera, es posible encontrar otro, menor que 
907. tal que sus funciones trigonométricas son en valor absoluto 
iguales a las del dado. 

Esto segundo ángulo se dice que es el reducido al primer cuudran- 
te del ángulo dado; luexo: 


Dado un ángulo del segundo, tercero o cuarto cuadrante, redu- 
cirlo al primero significa: hallar un ángulo agudo positivo, tal que 
sus funciones trigonométricas sean iguales, en valor absoluto, a las 


del dado. 
1 


Las relaciones entre las funciones trigonométricas de los ángulos su- 
plementarios, de los que difieren en x, de los simétricos y de los que 
difieren en un múltiplo de 2x, nos permiten resolver ese problema. 
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Así hemos visto que pará hallar sen 120%, bastaba hallar el de su 


suplemento o sca el sen 60% y como éste os igual a resulta 


v3 





mM 


sen 120% = 


6-j. Reducción al primer cuadrante de un ángulo del 
segundo. — Dado un ángulo positivo $, del segundo cuadrante, 
sabemos en seguida los signos que corresponden a sus funciones t1i- 
gonométricas (n* 4 a-f). 
Como los valores absolu- 
tos de éstas son iguales 
a las del mismo nombre de 
su suplemento (n* 6-e), 
que es un ángulo agudo X” 
positivo, es decir, del pri- 
mer cuadrante, resulta: 


Ñ 


Reca. — Para reducir 








un ángulo del segundo | 

cuadrante al primero, se rd T 
halla su suplemento. Los funciones trigonométricas del ón 
gulo dado tienen los signos que corresponden al segundo cuadrante 
y los valores absolutos son iguales a los de las funciones del mismo 
nombre del ángulo reducido. 








EJEMPLOS. 
sen 1502 =-+ sen (180-1509) =>+ sen 30 = > 
cos 120? =-—cos (180—120%) =—cos 60% 3 
tg 135% =—tg (180135)  =—tg 45%  =-—1 


$Ú 


cotg 158” 10" =— cotg (180%—158" 10) =— colg 21% 50" =—2,1960 (*) 
sec 10030” =—sec (180 100% 30) =—sec 79% 30' = —5,1884 
cosec 997 30" =-+ cosec (180— 99? 30”) =+ cosec 80 30" = 1,0133 





(*) Aconsejamos a los alumnos leer las páginas 86 a 93 para recordar lo estudiado en 
Tercer Año sobre Tablas de valores naturales. 
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6-k, Reducción al primer cuadrante de un ángulo del 
tercero. — Dado un ángulo positivo y, del tercer cuadrante, sa- 
bemos en seguida los signos que corresponden a sus funciones tri- 
gonométricas (n* 4 a-f). Como los valores absolutos de éstas son 
iguales a las del mismo nombre del ángulo a que se obtiene restán- 
dole 180 a y (n* 6-g) que es un ángulo agudo positivo, es decir, 
del primer cuadrante; 
resulta que: 


ReaLa, — Para redu- 
cir un ángulo del tercer 
cuadrante al primero se 
le resta 180%, Las fun- 
ciones trigonométricas 
del ángulo dado tienen 
los signos que correspon- 
den al tercer cuadrante 
y sus valores absolutos 
son iguales a los de las funciones del mismo nombre del ángulo re- 
ducido. 





EJEMPLOS. 


sen 240? =—sen (240% —180% =-—sen 60? =— A 


eos 210%  ==—cos (210% —180)=—cos 30 =— VE 


lg 225  =+tg (225 —180)=+ig 45  =+1 

cotg 210% 50” =+ cotg (210% 50"—1807) =+ cotg 30* 50” z+ 1,6753 
sec 248 20" =— sec (248” 20'—180%) =— sec 68% 20” z— 2,7085 
cosec 214” 40" =— cosec (214? 40'—180) =— cosec 34” 40' 5— 1,7580 


6-1. Reducción al primer cuadrante de un ángulo del 
cuarto. — Dado un ángulo positivo 3 del cuarto cuadrante, sa- 
bemos en seguida los signos que corresponden a sus funciones tri- 


gonométricas (n* 4a-f). En cuanto a sus valores absolutos, baste 
tener presente que ese ángulo es congruente con el negativo 
3— 360%, que se obtiene restándole 360%, y como el simétrico de 
éste —(8 — 360%) 360 — 8 es positivo y menor que un cua 
drante y tiene las funciones trigonométricas de igual valor abso 
luto que el anterior, resulta 
la: 


Y ar 
/ 


ReoLa, — Para reducir un 
ángulo del cuarto cuadran- 
te al primero se resta de 
360%. Las funciones trigono- 
métricas del ángulo dado 
tienen los signos que corres- 
ponden al cuarto cuadrante 
y sus valores absolutos son 
iguales a los de las funcio- 
nes del mismo nombre del ángulo reducido. 











EsempLOS. sen 330% =— sen (360% — 330%) = — sen 30” =— z 


sec 315 = + sec (360 — 315)" = + sec 45% = y 2 
tg 300% =— tg (360 — 300%) =— tg 60% =-—4/3 


6-m. Reducción al primer cuadrante de un ángulo mayor 
que un giro. — Dado un ángulo positivo « mayor que un giro, 
sabemos enseguida los signos que corresponden a sus funciones tri- 


a 
gonométricas, por el cuadrante a que pertenece el lado libre OM 
En cuanto a sus valores absolutos, basta tener presente que ese án 
gulo es congruente con el ángulo, menor que un giro, que se ob 
tiene restándole el mayor número posible de giros; y que este últi: 
mo ángulo, si no pertenece al primer cuadrante, se reduce a él en 
las formas indicadas en los casos anteriores, como se ve en los 
ejemplos que siguen: 
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sen 730? 
cos 1200? 


sen (730% — 360?.2) = sen 10” = + 0,1736 
sen (1200? — 360%.3) = cos 120? = 





= — cos (180% — 120%) =— cos 60 = — 0,5000 
tg 3903 20” = tg (3903* 20" — 360.10) = g 303? 20” = 
= — tg (360 — 303? 20) = — tg 56 40" = — 1,5204 


6-n. Reducción al primer cuadrante de un ángulo negativo 
— Dado un ángulo negativo (— juseuiera, se saben los signos 
que tienen sus funciones trigono:wóiricas por el emulcante a que 

perienece el lado libre 






pres 
OM. En cuanto a sus Ya- 
lores absolutos, basta tener 
presente que son igualez 
a los de las funciones del 
mismo nombre de su án- 
gulo simétrico, que es po- 
sitivo, Por lo tanto si es- 
te último ángulo no per- 
tenece al primer cuadran- 
te, se lo reducirá como 
Mis se ha indicado antorior 
e mente. 











y" 


sen (— 23? 30') = — sen 23” 30" = — 0,3987 


cos (— 105% 40') = + cos 105? 40” = — cos (180 — 105% 40') = 
= —c0s 74” 20” = — 0,2700 
g (— 218" 50') = — ty 218" 50' = — tg (218* 50” — 180%) = 
= — tg 38” 50" = — 0,8050 


cotg (-— 1809) = — cotg 1809” = — cotg (1809? — 360% X 5) = 
= — cotg 9” = — 6,3138 





sec (— 570% =-—- sec 150” =— sec (1807 — 150%) =— sec 30” = 
LA 2 23 
cos 307 13 yv3 2 
2 
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(*) 6-p. Representación gráfica de la función seno en coorde- 
nadas cartesianas. — Consideremos la función y =senx, en la 
que la variable independiente x= representa un áneulo cualquiera a 
y la variable dependiente y el seno de dicho ángulo. 

Podemos representar gráficamente esta función, procediendo eo- 
mo se hizo con las funciones algebraicas en el curso anterior, es 
decir: dando valores al areumento z, encontrando los valores co- 
rrespondientes a sen x y representando en un sistema de ejes carte- 
sianos, los puntos que tienen por abscisa a la medida del ángulo x 
y por ordenada al seno del mismo. 

A continuación damos una tabla de valores de sen e para valores 
de x que varían de 15% en 15% a partir de 0%. Estos valores se 
han dado con dos cifras decimales, que son suficientes para la re 
presentación gráfica. 

Para construir este cuadro nos ha bastado sacar de la tabla los 
valores de los senos de los ángnlos del primer cuadrante, solamente, 
es decir los siete primeros, puesto que los del segundo cuadrante son 
iguales a los anteriores considerados en orden inverso a partir de 90?, 
desde que son los senos de los suplementos de aquellos ángulos. 

Los senos que figenran en la segunda parte del cuadro son res- 
pectivamente ienales, en valor absoluto, y de signo contrario, a los 
del mismo orden del primer cuadro, puesto que son los senos de án- 
gulos que difieren en x de los ángulos de la primera parte. La 
tercera parte de este cnadro, en la que sólo se han anotado algunos 
valores de 1 mayores que 360%, se obtiene reproduciendo ordenada- 
mente la primera parte del mismo, pues los ánemlos que en ella fi- 
guran difieren de los de esa parte en 2x1, o sea en 360%, 

Finalmente hemos dado a 7 aleunos valores negativos, a partir 
de 0%, y variando también de 15% en 15%, por lo que resulta qne sus 
senos son respectivamente opuestos a los de los ángulos positivos del 
mismo valor absoluto, que figuran en la primera parte del cuadro. 


(*) Los alumnos que deseen ampliar sus conocimientos sobre representación gráfica de 
funciones trigonométricas pueden consultar nuestros 1350 EJERCICIOS DE TRIGONOME- 
TRIA págs. 70-19. 











+ y) 

0. 0 
15* —0,26 
30” — 0,50 
45" 0,71 
60? — 0,87 
750 —0,97 
90 -1 
1059 —0,97 
120? —0,87 
135% —0,11 
150% —0,50 
1650 —0,26 
180% 0 











Para construir la gráfica de la función y = sem x hemos tenido 
presente al elegir la unidad para las ordenadas, que sus valores 
oscilan entre +1 y — 1, por eso la hemos tomado un poco grande, 
con respecto a la unidad del eje de las abscisas donde 5 mm. repre- 
sentan 30% (es decir 1% está representado por 1/6 mm) puesto 
que de acuerdo con el cuadro la x varía desde 0% hasta + 360". 





di 
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Méropo arárico. — Podemos evitar el empleo de la tabla de va- 
lores naturales y las reducciones al primer cuadrante, que exigían 
la construcción del cuadro anterior, utilizando la circunferencia tri- 
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gonométrica y teniendo en cuenta que la ordenada de sus puntos 
son los senos de los ángulos cuyo primer lado es el semieje positivo 
de las x y su segundo, la semirrecta determinada por el origen de 
los ejes con esos puntos. 

Para construir la gráfica anterior, en la que x variaba de 15” en 
15” a partir de 0%, se divide la circunferencia en 24 arcos iguales 


— 
a partir de OX, Como las ordenadas de estos puntos son respec- 


tivamente los senos de los ángulos de 0%, 15%, 30%, ..., son tam- 
bién las ordenadas de los puntos de la gráfica buscada, que tienen 
por abscisas a 0%, 15%, 30% ... respectivamente. 


Para facilitar el transporte de las ordenadas de los puntos de la 
circunferencia a los de la gráfica, hemos tomado el eje de la equis 
de la cireunferencia trigonométrica, coincidente con el del gráfico, 
y trazado las paralelas al mismo por los puntos 0?, 15%, 30%, ... 
de la circunferencia, como se ve en la figura. 






















































































Consecuencias. — La curva obtenida, que se llama sínusoide, nos 
permito hallar el valor aproximado del seno de un ángulo cualquiera, 
el de 200? por ejemplo, trazando por el punto de la abscisa 200% la 
paralela al eje YY” hasta cortar a la gráfica en un punto cuya 
ordenada nos da el seno buscado. En nuestro caso resulta (figu- 
ra de la pág. 72) sen 200” =— 0,34. Recíprocamente: si quisié- 
ramos hallar el ángulo o ángulos cuyos senos tienen un valor dado, 
0,77 por ejemplo, bastaría trazar por el punto del eje de las ies 
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de ordenada 0,77 la paralela al eje de las x, y buscar las abscisas de 
los puntos de intersección de la misma con la gráfica. Para nues- 
tro ejemplo encontramos que esta paralela corta a la sinusoide en 
puntos cuyas abscisas son, aproximadamente, 50%, 1309, 410”, ete., 
como se ve en la figura de la página 72. El segundo valor 130% 
es el suplemento del primero 180% — 50”, el tercero 410% es eon- 
gruénte con el primero o sea 50% + 3607, ete., lo que nos dice que: 
hay infinitos ángulos que tienen un seno dado. 

En la gráfica obtenida puede observarse, a simple vista, las rela- 
ciones existentes entre los senos de ángulos suplementarios, simé- 
tricos, que difieren en x o en múltiplo de x, así como también las 
variaciones del seno en cada uno de los cuadrantes, o sea que: 1?) 
es positivo en el primero y segundo cuadrante y negativo en el 
tercero y cuarto; 2%) que su valor máximo es 1 y el mínimo —1; 
3”) que crece con el ángulo en el primero y cuarto cuadrantes y 
disminuye en el segundo y tercero. 

Como sen a = sen (a+ 27 1),siendo n un número entero, se dice 
que el seno de un ángulo es una función periódica, luego resulta que 
construída la gráfica para el intervalo (0,21) (figura anterior), es 
decir, cuando la variable independiente varía de 0 a 2x (o sea 
360%) se obtiene la gráfica para el intervalo (21, 41); (4x1, 61) 
2e.xoy (25,0), (21, —4n), ete., repitiendo esa parte del grá- 
fico, que se denomina onda, como se ve a continuación, 








6-q. Representación gráfica de la función coseno en coor- 
denadas cartesianas.— Consideremos la función y = cos zx y tra- 
temos de representarla gráficamente, procediendo como se hizo con 
la función seno, para lo cual construímos, en forma análoga, el 
cuadro de valores de cos x, para x variando de 15” en 15? a partir 
de 0”. 
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ES y = cor T ES y =c0sJx T Y = cosa 
o 1 180% | —1 380 1 
15 0,97 195 | —ojgr | 375 | 097 
30 0,87 210 | —o87 | 390% | 0,7 
45" 0,71 225 | 071 | 405% | 071 
607 0,50 240% |-ozo | “0% | 05 
75 0,26 255 | —0,26 
90 0 270" 0 
105 | —026 | 285" 0,26 | —15% | 0,97 
10 | 050 | 500” 0,50 | —30% | 0,7 
135% | —0,71 | 315 0,71 | —45 | 071 
150 | —087 | 330% 0,87 
165% | —ojs7 | 345 0,97 
180% | —1 3600 1 














Para construir este cuadro nos bastó sacar de la tabla los valores 
de los cosenos de los ángulos del primer cuadrante, solamente, pues- 
to que los del segundo, por ser los suplementos de aquéllos, son 
iguales y los de signo contrario a los primeros tomados en orden in- 
verso y los del tercer y cuarto cuadrante son iguales y de signo 
contrario a los del primero y segundo, respectivamente, por diferir 
de ellos en 180”. 











Por último hemos obtenido los valores del coseno de ángulos 
mayores que 360% reproduciendo, ordenadamente, la primera parte 
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del cuadro y los de ángulos negativos tomando también aquéllos 
valores 


La gráfica obtenida se llama cosenoide, 


Méropo arÁrIcO. — Podemos evitar el empleo de la tabla de va- 
lores naturales para la construcción del cuadro anterior, recurrien- 
do a la circunferencia trigonométrica y teniendo en cuenta que las 
abscisas de sus puntos son los cosenos de los ángulos cuyo primer 
lado es el semieje OX y su segundo, la semirrecta determinada por 
el origen de los ejes con cada uno de esos puntos, y procediendo en 


la misma forma que para la construcción de la simusoide, como se 
indica en la figura, 


CONSECUENCIAS. — Esta gráfica nos permite hallar el valor apro- 
ximado del coseno de un ángulo cualquiera, el de 200% por ejemplo, 
trazando por el punto de abscisa 200”, la paralela al eje YY” hasta 



























































cortar a la gráfica (página 75) en un punto cuya ordenada es el eo- 
seno buscado. En nuestro caso resulta cos 200 2— 0,94, 
Recíprocamente: los ángulos cuyos cosenos tienen un valor dado, 
0,34 por ejemplo, son las abscisas de los puntos en que la pa- 
ralela a XX”, trazada por el punto del eje YY” de ordenada 0,34, 
corta a la cosenoide. En nuestro ejemplo resulta que los ángulos 
buscados son aproximadamente 70%, 290%, ete., y nos muestra que: 


Hay infinitos ángulos que tienen un coseno dado. 
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En la gráfica obtenida pueden apreciarse a simple vista, las re- 
laciones existentes entre los cosenos de los ángulos suplementarios, 
simétricos y que difieren en x o en un múltiplo de x así como tam- 
bién las variaciones del coseno en los cuatro cuadrantes, es decir 
que nos muestra que: 1%) es positivo en el primero y cuarto cua- 
drantes, negativo en el segundo y tercero; 2%) su valor máximo es 
1 alos 0”, y el mínimo —1 a los 180?; 3%) se anula a los 90? y 270"; 
49) decrece al crecer el ángulo en el primero y segundo cuadrantes 
y crece com el mismo en el tercero y cuarto; 59) el coseno es una 
función periódica de período igual a 360%, 


6-r. Representación gráfica de la función tangente en 
coordenadas cartesianas. — Consideramos la función y =tgxw y 
construyamos como hicimos para las funciones stnx, y Cosz el 
cuadro de valores correspondiente que indicamos a continuación: 


























T y=tgz z Y z y=tgz 
0? 0 180? 0 360? 0 
15 0,27 195" 0,27 375" 0,27 
302 0,58 210? 0,58 390 0,58 
459 1 225% 1 405? 1 
602 1,73 240" 1,73 420? 1,73 
650 2,14 2452 2,14 a if 
750 3,73 255" 3,73 
80 5,67 2602 5,67 E 
90 [no existe] 270% |no existe 0* 0 
á —5,67 280 — 5,67 
q —3,73 285" —3,73 | —15% | —0,27 
120” — 1,73 300 — 1,73 —30* — 0,58 
135" —1 315" —1 — 45" —-1 
150? —0,58 330? —0.58 ee 
165? —0,27 345" — 0,21 
170? —0,17 3507 —0,17 
180? 0 360 0 360% 0 








A O A A 
Para construir este cuadro nos bastó sacar de la tabla los valores 
de las tangentes de los ángulos del primer cuadrante, solamente, 
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puesto que los del segundo cuadrante, por ser suplementos de aqué-- 


los, son iguales y de signo contrario a los primeros tomados en 
orden inverso, y los tercero y cuarto cuadrantes son iguales a los 
del primero y segundo respectivamente por diferir de ellos en 180%. 

Por último, hemos obtenido los valores de la tangente de ángulos 
mayores que 360% reproduciendo, ordenadamente, la primera parte 
del cuadro y los de ángulos negativos tomando esos valores eon 
signo contrario, La gráfica obtenida se llama tangentoide. 

Mérono arÁrico. — Para construir la tangentoide por el método 
gráfico, es decir, empleando la cireunferencia trigonométrica, des- 
eribimos con centro en el origen una cireunferencia cuyo radio 
tomamos como unidad para el eje de las « ¿es », le trazamos la tan- 


gente £ en el punto en que corta al semieje OX, y adoptamos para 
el eje de las equis la unidad 0% 15%. 









































Llevando sobre los puntos de abscisa 0%, 159, 30%, 45%, ete., por 


ejemplo, las ordenadas de los puntos de la tangente t que tienen a 
esos ángulos por argumentos, obtenemos una serie de puntos de la 
oráfica de y =tg x, que no pueden unirse mediante un solo trazo, 
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pues a medida que el ángulo z se aproxima a 90”, el valor de £ se 
hace cada vez mayor, por lo tanto la gráfica correspondiente a la 
variación de la tangente en el primer cuadrante sería una curva que 
pasa por el origen y se acerca indefinidamente a la paralela al eje de 
las «des» trazada por el punto de abscisa 90%, sin llegar a cortarla. 
En el dibujo sólo se ha llegado a representar el punto (65*/tg 65”). 
Lo mismo sucede cuando el ángulo varía de 180% a 270”. 

La eváfica de la variación de la tangente en el segundo cuadran- 
te la hemos comenzado por el punto de abscisa 105% pues la 
tangente de un ángulo que excede en poco a 90% es negativa y muy 
grande en valor absoluto y se va acercando a cero a medida que el 
ángulo se acerca a 180%. Lo mismo sucede cuando el ángulo varía 
de 270% a 360”, como se ve en la figura, la cual nos muestra, ade- 
más que la tangente de un ángulo 1%) es positiva en el primero Y 
tercer cuadrantes y negativa en el segundo y cuarto; 2%) crecc, 
siempre, con el ángulo y puede 
superar en valor absoluto a 
cualquier número positivo pre- 
fijado, tomando al ángulo su- 
ficientemente próximo a 90% o 
a 270%; 3%) la tangentoide no 
€s una curva «continua » pues 
se «corta» en los puntos de 
abscisa 90%, 270,...; 4%) el pe- 
ríodo de la tangente es de 180 
pues las mismas partes de la 
curva se repiten cada 180%, 

Con los mismos procedimien- 
tos numéricos y gráficos se cons- 
truyeron estas gráficas de las 
funciones y = cotg 1; y = sec zx 
e y = cosee a que nos muestran 
con un solo golpe de vista cómo 
varían esas funciones al variar 
el ángulo z. 














omar, Y =CCOS0C Lo 
—i— — y =Seczr. 
.. y =CO0b HZ. 
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Aplicacion | — Verificar lan vtentuiades Siguientes, operando con el pri- 
mer miembro ie lis misimis elclustuumente: 


8) cosa tgz =sene baena(l +17 x3=ta 


€) sena, cut; = cosa d) cosa.corca tga ml 


1 
f) tanga enga + ——— m secta 
tutg" a 


0) (tang 2 + cutga)sena cosa 1 


$) sena—itga coma=0 h) sect a (cusec: a — 1) = cosec! a 


(1 +tg2) (1 —tga) + sec” x= 2 


J) sen a (sec a + cosec a) — cos a (sec a — cosec a) = sec a cosec a 
II. — Calcular las funciones trigonométricas del ángulo a saliendo que: 


8) es el del primer cuadrante y sen a = E E) 
2 











e ; 243 43 
R: ; =>. == 5 v3 
D) es del segundo cuadrante y sen a = E 
16 
e: 10,_ 3428. 10423 728 60/23 
7 16” (NS 69 ” 161 


€) es del tercer cuadrante y sen a = — 0,6 
R:—0,166...; —0,8; — 1,25;0,75; 1,33... 
d) es del cuarto cuadrante y sen a =—0.1 
R: —10; 0,99; 1,01; ... —0,101 ..; —0,99 


2 
0 sn a =— zY cos a es negativo 





i—É, N5 ,_3W5 25 y8 

z 3 5055 

MN es del primer cuadrante y cos a ==>(**) A 1 
5 3'5'4'*3*4 

Y) fdem del cuarto cuadrante R: Y al, 2 . A . ra 
3 o 


(*) Las respuestas se dan en este orden: CO8ec, cos, sec, tg y cotg. 
(**) Las respuestas se dan en esto orden: sec, sen, cosec, tg y ootg. 





O 


h) es del segundo cuadrante y cos a = —0,75 
R: —1,33...; 0,661; 1,51...; — 0,88...* — 1,130 


3 
$) cosa y y tanga es negaliva 


E A a EA NT. 3W7 
3” 7 





f) cosa—0,8 y sena es posilivo 
R:— 1,5; 0,6; 1,66...; —0,75; — 1,38... 


DL. — Conociendo la cosecante o la secante de un ángulo, hallar las demás fum 
Oones trigonométricas. (Téngase presente cómo están ligadas la cosecante y la 
secante de un ángulo con el seno y el coseno del mismo; y procédase como en 
los problemas de las páginas ¿0 y 51 re-pectivamente. 

“Procédase en la misma forina cuando se conoce cosec a), 


Y, —Connciendo la tangente de un ángulo, hallar las demás funciones trigo” 





sen” a 
nométricas. (Téngase presente que tg' a = — y reemplácese sen' a o cos u 
cos a 
por 1 —cos! a o 1 —sen” a, respectivamente, sezún el caso) 
1 
corsa = 





+ _—— 
Vl+tea 


' 

1 + tg 1 

coser am e DE oa e VA a col a « 
za 





Y.— Hallar el ángulo x sabiendo que es agudo y que: 


3) sen2x = cos 40? R: zx = 25 

bd) cos 5 r = sen 30% R: zx = 12 

€) con 45% =senóz R:ir= 9 

d) tg2z =cotgx R: x = 30% 

6) sen3z =c082x R: z = 18* 

f) cosec 27 = sec x R: x = 30% 

y) sen (30% + 2) = cos2x R: x =20* 

Rh) tg (45 + 2) = cotg z R: zx = 22 30%; 

1) cos x = sen 58? 40” R: z = 31 20' 
R: x= 10 


$) cote (1202 —4 2) = tg z 


¡Ténvaime presentes las relaciones entre las funciones triconométricas de dos 
átagulos co. plementarios y que si dos funciones tri sonométricas del mismo nombre 
de. dos an:ulos a udos son ¡zuales, éstos también lo son). 
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.VI — Hazpresar las relaciones siguientes en función del ángulo a racluewa- r 7) eos 425% 








HR: cos 86” 
mente: a 4) eo!g 618% R:  cotg 78* 
a) sen (180% — a) + cos G -:) R: 2s0na D) sen 2010* R: —sen 30* 
b) sen (180? + a) — 3 sena + sen (—a) R:—5eno dida 00 E. Y 
20 . 
6) sec(x—Ña) cos (2x—a) + een (= +0) +1 E: —sena q ee Ei m0. $2 
á E D) cosec 1293* R: — cosee 33* 
a (5 +2) +3m—o +0 (3) R:—3Isna m) sen (409 R: —sen 40* 
6) sen (x— a) cos (x + a) + cos (180 — a) sen (15807 + a) R:0 m) cos (110% R: —cos 70* 
y(+a) cos (x— a) ep) tg (315% R: tg 45* 
y —— AA R: cotga—1 se o 494 gn 
tw a) sen (x + a) las a (202* 42 15") R: —cotg 22* 4218 
3 z 2 ro) sec (795 13' 20") R: sec 75” 18' 20" 
—aen (— a) + 3 cos g +al+2sen (x + a) E VETA e (dre 
» E R:—4tga -  cosec (— 615” 58' 12*) R: — cosec 75* 58' 12' 
sen G + .) + cos (x — a) + sen (3- ) ' cl cos (— 496? 23") R: —cos 4327" 
5 ¡ sen (— 36045") R: —sen 45* 
== Pe 
cos (x + a) mic0ba tga 
A) A R: EU í. — Hallar, sin emplear tablas, el valor ezacto de las funciones siguientes: 
mara ++.) a 
= v3 1 
en 240% R: -=- — b) cos 240* R:-— 
0 (20 0) 0 (5 0) ota R: cost a—: a 2 2 
f) 3 sen (720% + a) + cos (450% + a) + sen (a — 10809), — sen (540 + a) E v Y 3002 R:— Va d) cotg 300% R:— Ne 
.  R:4sena : Y E S S 
E) cos (8% + a) + cos (10% + 2) + cos (14 x + a) —cos (20% + a): : 2) sec 135% R: — y2 1) cosec 135* R: y 2 
HBcos e sy 23 R:1 h) coto 225" R:1 
VI. — Expresar las funciones siguientes haciendo figurar ángulos agudos po 1 
sitivos: Ñ ] d) sen 390* R: EN J) cos 390 Re A 
a) sen 340* R: —sen 20* Vs 
b) cos 216" Ho—« Un * yy EE R:— Y 3 Dieota- 4900 dE 
dt 212% BE; tg 32 A 2/8 
8) cotg 302% R: —cotg 58* y sec 660% R: 2; 1) cosec 660* R:— A 
0) sec 195" R: —sco 16% : ra y2 
f) cos 200" 18' R: —cos 20*18' A E q 5% Bl 
$3-— 


r) cos (— 120% R: — ; )tg (315 R:1 

£) cosec (— 210%) R: 2 4) sec (— 300%) R: 2 

v) cosec (— 750%  R:—23 w) tg (—1110% R:— 3 
E 

2) coz (—840” R: — 2 Y) sec (—570%  R:— A 


8) cotg (570%) —R:—v3 


IX, — Expresar las funciones siguientes haciendo intervenir ángulos menores que 


46%, solamente: 
19 sen  105%12 Rio cos 15% 12 
20) cos 65" 43" R: sen 2417 
39) ty 226? 12 R: cotg 43” 48' 


49) cotg 242% 12 
6%) sec  295%15' 
6%) cosec 219" 20" 
7) sen 4859 
8%) cos 80” 24' 


tg 2748 

cosec 25 15' 

: — cosec 39? 20' 
cos 41%01" 
sen  9%36' 


EEES 
| 
,S 


99) tg 153 24' 26” 33" 
109) sec 347" 20' sec 12% 40' 
119) cosec 126" 40' sec 36” 40' 
129) sen 326” 55' —aen 33” 05 
139 tg 284" 26" : —cotg 14% 25" 
149) cosec 353" 02 R: —cosec 6* 53' 
169) cos 285" 15' R: sen 15%15 


Para resolver el ejercicio 1*, téngase presente que: 


sen 105* 12' == sen (180 — 105” 12”) = sen 74? 48' == cos (90% --74* 48') == cos 15% 12! 


Procédase en forma aoiloga con los restantes. 

169) cotg  47*58' Rio dz 4202 
17) sec 236" 28' R: — cosec 32? 32' 
18%) cotg 206" 48' R:—4 249 


mM 





199) cosec 


20") sec 
219) cotg 
229) sen 
23%) tp 
249) cosec 
25%) sen 
26%) cos 
27%) tg 
289) cotg 
299) tg 
30%) sen 
319) cos 
32%) sen 
33) cotg 
34>) sec 
55%) cos 
36%) cotg 
87%) sen 
339) tg 
29) cos 
40%) cotg 


419) cosec 


429) sec 
43%) tg 
449) sen 
6) tg 


9oL* 
9o1* 
8s0* 
840" 

1100* 

3680" 

(— 68* 40” 

(-218* 40") 

(— 1907 12) 

(— 170 567) 

(— 286" 26) 

(— 365" 27") 

(266%) 

(— 369%) 

(321% 

(12489) 

(24769) 

(— 3627") 
248? 56' 251 
246 26' 37" 
126" 37' 40 

45" 06' 07" 
425" 36' 50" 
305" 06' 24 
248" 56' 45" 
160* 20' 20" 


(— 420” 20' 40") 


R: — coses 1” 


R:—.eo 1% 


R: —tg  30* 
R: cos 30* 
Ri tg 2 
R: seo 20* 


R: —cos 21*20' 
R: —cos 38% 40' 
R:—tg 10412 
R:  cotg 9%04' 
R:  cotg 16*26' 
R: —sen  5%27' 


R:—seen 4% 
R: —sen 9 
R:  cotg 39? 
R: —seo 12? 
R: cos 45" 
R: —cotg 27” 


R: cos 21*03'35" 
R: — cotg 24” 33' 23' 
R: —sen 36% 37' 40" 
Ri: tg 44% 53' 53" 
R: sec 24*23'10" 
R:  cosec 35" 06' 24” 
R:  cotg 21*03' 15” 
R: sen 19”39'40" 
R: — cotg 29* 39' 20' 


CAPITULO IV 


TABLAS DE VALORES NATURALES Y DE LOGARITMOS 
DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Procrama. — Tablas de valores naturales y tablas de logaritmos de las funcio- 
nes trigonométricas. Su uso. Aplicaciones en los problemas directo e inverso. 


7. Tabla de los valores naturales de las funciones trigono- 
métricas. — Duscrircion.-— Existen procedimientos de cálculo, dis. 
tintos del indicado para obtener los valores exactos de las funcio- 
nes trigonométricas de 0%, 30”, 45%, 60% y 90%, que permiten hallar 
las de cualquier otro ángulo. 

Con tales procedimientos se construyen las Tablas de valores na- 
turales. Se llaman así a los cuadros donde están consignados los 
valores de las funciones trigonométricas de los ángulos de 0? a 90". 
Como en general los valores de estas funciones son números irracio- 
nales, por ejemplo 


tg 60% = /3 = 1,7320508076 ..., ete. 


las toblas citadas sólo dan las primeras cifras de dichos números, 
es decir, valores aproximados de las funciones. 

Damos en la pág. 88 una tabla de valores naturales de las fun- 
ciones trigonométricas de los ángulos de 0? a 90%, de grado en grado 
y con tres cifras decimales, y en la pág. 89 otra tabla donde figuran 
el seno, el coseno, la tangente y la cotangente de esos mismos ángu- 
los, variando de 10 minutos en 10 minutos, con menor error que 
un diezmilésimo, y sus logaritmos correspondientes. 
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En ellas puede observarse que euando un ángulo aumenta de 0* 
a 90% aumentan sus funciones (seno, tangente y secante) y dismi- 
nuyen sus cofunciones (coseno, cotangente y cosecante). 

En cada página par de la segunda tabla se observan columnas 
encabezadas por a, sena, y ty a; y en las impares por a, cotg a, y 
cosa. En la primera de la izquierda, encabezada por a, están ano- 
tados los valores de los ángulos de 0% a 45”, variando de 10' en 10” 
hacia abajo, y en las filas correspondientes, los valores de las fun- 
ciones de esos ángulos, cuyo nombre encabeza la columna en que 
se encuentran dichos valores. Así puede verse en las páginas 48 y 
49 de la tabla, que reproducimos juntas en la página 89, y sin los 
logaritmos de las funciones trigonométricas, que: 


sen 26” 10” = 0,4410 ; tg 29” = 0,5543 ; cos 25” 50” = 0,9001 


Esas mismas columnas terminan con a, cos a, Cotg a, tg a y sen a, 
respectivamente. ¡En la primera de las nombradas figuran los án- 
gulos de 45 a 90%, creciendo de 10' en 10' hacia arriba, y en las 
filas correspondientes a los mismos, los valores de las funciones de 
esos ángulos, cuyo nombre figura en la parte inferior de la columna 
en que se encuentra. 

Puede observarse, también, que los ángulos que figuran en el co- 
mienzo y el extremo de una misma fila son complementarios. Así 
la fila que comienza por 25” 20” termina con 64? 40”, 

Como se ve, en esta disposición de la tabla se aprovecha la pro- 
piedad que tienen los ángulos complementarios (n* 6-e) de que las 
funciones de uno son iguales a las respectivas cofunciones del otro. 
Teniendo presente esa propiedad, se ha podido construir esa tabla 
calculando solamente el seno, el coseno, la tangente y la cotangente 
de los ángulos de 0? a 45%. 


, 8. Manejo de las tablas de valores naturales. — PROBLEMA 
DIRECTO. — Dado un ángulo hallar el valor de uma de sus fumciones 
trigonométricas. 

El valor de una de las funciones trigonométricas de un ángulo 
menor que 45”, se encuentra en la intersección de la columna en- 
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Ang. Sen. Cos. Tg. 
0> 0,000 1,000 0,000 
1 0,017 1,000 0,017 
2 0,035 0,999 0,035 
3 0,052 0,999 0,052 
4 0,070 0,998 0,070 
5 0,087 0,996 0,087 
6 0,105 0,995 0,105 
7 0,122 0,993 0,123 
8 0,139 0,990 0,141 
9 0,156 0,988 0,158 

10 0,174 0,985 0,176 

11 0,191 0,982 0,194 

12 0,208 0,978 0,213 

13 0,225 0,974 0,231 

14 0,242 0,970 0,249 

15 0,259 0,966 0,268 

16 0,276 0,961 0,287 

17 0,292 0,956 0,306 

18 0,309 0,951 0,325 

19 0,326 0,946 0,344 

20 0,342 0,940 0,364 

21 0,358 0,934 0,384 

22 0,375 0,927 0,404 

23 0,391 0,921 0,424 

24 0,407 0,914 0,445 

25 0,423 0,906 0,466 

26 0,438 0,899 0,488 

27 0,454 0,891 0,510 

28 0,469 0,883 0,532 

29 0,485 0,875 0,554 

30 0,500 0,866 0,577 

31 0,515 0,857 0,601 

32 0,530 0,848 0,625 

33 0,545 0,839 0,649 

34 0,559 0,829 0,675 

35 0,574 0,819 0,700 

36 0,588 0,809 0,727 

37 0,602 0,799 0,754 

38 0,616 0,788 0,781 

39 0,629 0,777 0,810 

40 0,643 0,766 0,839 

41 0,656 0,755 0,869 

42 0,669 0,743 0,900 

43 0,682 0,731 0,933 

44 0,695 0,719 0,966 

45 0,707 0,707 1,000 

Ang: Cos. Sen; Cotg. 
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Cotg. Seo; Coseo. : 
Los nombres de las funciones trigonométricas de estos ángulos están en la última línea, 
o 1,000 o 
57,290 | 1,000 57,299 nooobobooboro bono oboooor 
28,636 | 1,001 28,654 ml EFERREFF E RECREA , 
2 5 2 o 3 
19,081 1,001 19,107 ig 3 2 $ 3 3 
14,301 | 1,002 14,336 
11,430 | 1,004 11,474 = "a 
9,514 | 1,006 9,567 
8,144 | 1,008 8,206 s - 
7,115 1,010 7,185 3 3 
6314 | 1,012 6,392 sw e 
2 2 
5,671 | 1,015 5,759 
5,145 1,019 5,241 s N-ODON-DANDRONORTONNAONATOVLADIOI y 
COAN-OONOYNA-=-00RIOSNO0nOxrn” Osos 
li] e ¡| sdasastodasanssasanasnosesonas | 4 
Pe 1,026 4,445 dodsodcdacddodcococaco3ododoo0Ooo 
4,011 | 1,031 4,134 
3,732 | 1,035 3,864 ” de 
3,487 | 1,040 3,628 
3,271 1,046 3,420 2 > 
3,078 | 1,051 3,236 El A 
2,904 1,058 3,072 3 2 
2,747 | 1,064 2,924 2 
2,605 | 1,071 2,790 ETE EFE EEES ERES s 
2) ERRE SRA AA . 
2,475 | 1,079 2,669 g | i"=SessconaiaaaaVO aaa | A 
2,356 1,086 2,559 ANNA 
2,246 1,095 2,459 
a a 
2,145 | 1,103 2,366 
2,050 | 1,113 2,281 á E 
1,963 1,122 2,203 . ES 
1881 | 1,133 2,140 7 y 
1,804 | 1,143 2,063 2 E 
a A a s | SBR3REIRLRENARAAC E IRC BAUL non p 
A S9uqii93 ida nanancananadunbasas | 3 
1,600 1,179 1,887 dsd coocdodocooooooooO 
1,540 | 1,192 1,836 
1,483 | 1,206 1,788 “a ” 
1,428 | 1,221 1,743 = am 
1,376 | 1,236 1,701 
1327 | 1,252 1,662 E 3 
1,280 1,269 1,624 3 3 
1,235 | 1,287 1,589 
s DAA DA O UN NN AS A 3 
A a Ss | IAS E o o UA eo eaao | e 
1,150 | 1,325 1,524 B|] AEREA | 8 
1,111 1,346 1,494 RANIA AAA AAC 
1,072 | 1,367 1,466 AS E EA EE AE 
1,036 | 1,390 1,440 e ERES a 
a o 2 a 2 
1,000 | 1,414 1,414 2 8 E] E] E] 

















Ta: c y Ss A Los nombres de las funciones trigonométricas de estos ángulos figuran en la primera línea 


cabezada por el nombre de la función cuyo valor se busca, con la 
fila que comienza por el número de grados y minutos de dicho 


ángulo. 
EJEMPLOS: 


Sen 28" 10” = 0,4720 ; tg 29? 50' = 0,5735 ; cotg 26” 20” = 2,0204. 


Si un ángulo es mayor que 45, los valores de sus funciones se 
encuentran como en el caso anterior, pero buscando el nombre de 
la función en la parte inferior de las columnas y el número de 
grados y minztos en la columna de la derecha. 


EJEMPLOS: 
Sen 63 00' = 0,8910 ; cotg 61% 50” = 0,5354 ; cos 64” 20” = 0,4331. 


Si el ángulo está expresado en grados y minutos, y el número de 
estos últimos no figura en la tabla, se puede hallar, también, con 
esa tabla un valor aproximado de una de sus funciones trigonomé- 
tricas, mediante un procedimiento que se llama interpolación, y eu- 
yo detalle se explica en los ejemplos siguientes: 


Esumpro 1. -— Hallar el sen 27% 24”, 


El ángulo dado no figura en la tabla, pero como está comprendido 
entre 27% 20” y 27? 30”, resulta que el seno buscado está comprendi- 
do entre los de esos dos ángulos. Como de la tabla se saca que 


sen 27% 30" = 0,4617 


sen 27% 20” = 0,4592 ) Diferencia = 25 


observamos que cuando el ángulo aumenta de 10' el seno aumenta 
de 25 diez milésimos; luego, cuando sólo aumenta 4”, si se admite 
que el seno sufre un aumento proporcional zx, se tiene: 

10 _ 25 . q PX 


: a = 10 diez milésimos 
4 de 10 


por lo tanto sen 27” 24” = 0,4592 + 0,0010 = 0,4602. 


90 — 


En la práctica la operación se dispondrá así: 


Para 2730” — 0,4617 








> 27720 — 0,4592 sen 27” 24 = 0,4602 
100 25 27” 20” — 0,4592 
» “o 2 d=25 +4 + 10 
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Eseupro Jl. — Hallar el valor de cos 63? 45', 


Razonando como en el caso anterior y adoptando la misma dispo- 
sición práctica, tendríamos: 








un ES cos 63%45" — 0,4423 
e 03%407 — 0,4436 
¿de ee pi nm 
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Hemos restado los 13 diez milésimos correspondientes a los 5”, 
porque cuando un ángulo comprendido entre 0% y 90% aumenta, 
su coseno disminuye. 


PROBLEMA RECÍPROCO. — Dado el valor de una de las funciones 
trigonométricas de un ángulo hallar dicho ángulo. 


Dado por ejemplo sen X = 0,4924, se puede hallar el ángulo X, 
buscando en las columnas de los senos el valor de sen X. Si dicho 
valor se encuentra en la columna que lleva el nombre sen en la 
parte superior, el número de grados y minutos que le corresponden 
es el indicado al comienzo de la fila que lo contiene. Para este 
ejemplo resulta X = 29 30”, 

Si en cambio el valor dado se encuentra en la columna que lleva 
el nombre de la función en la parte inferior, el número de grados 
y minutos que le corresponden es el indicado al final de la fila que 
lo contiene. Así, por ejemplo, si cotg Y 0,4699 es Y =64* 50". 

Si el valor de la función trigonométrica del ángulo buscado no 
está en la tabla, puede hallarse un valor aproximado de ese ángula 
mediante una interpolación, como indicamos en los ejemplos si- 
guientes: 
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Esempro 1. — Hallar X sabiendo que tg X =0,4708. 


Procediendo como en los ejemplos anteriores no encontramos en 
la tabla la tg dada, pues vemos que está comprendida entre los 
valores 0,4699 y 0,4734, 


Pero como a 0,4699 corresponde el ángulo de 25” 10” 
y > 0,4734 > y, $ » 2520" 


resulta que el ángulo X buscado estará comprendido entre 25* 10/ 
y 2520, 

Como la diferencia entre las tangentes de esos ángulos es de 35 
diez milésimos, observamos que cuando la tangente aumenta 35 diez 
milésimos, el ángulo aumenta 10'; luego cuando esa tangente aumen- 
te 9 diez milésimos (diferencia entre la tangente dada y la menor 
de las que la comprenden en la tabla) se admite que dicho ángulo 
sufrirá un aumento proporcional y, es decir 








35 10' ,»_ 910 

—lsas— = =s luego 

9 y y 35 E 
como para la tangente 0,4699 corresp. el ángulo 25" 10' 
y para un aumento de 9 corresp. un aumento de 3 
para una tangente de 0,4708 corresp. el ángulo 25" 13' 


En la práctica se adopta una disposición análoga a la del proble- 
ma directo, como se indica a continuación. 


Como para 0,4734 — 25%20* 0,4708 = tg 25" 13' 








» 0,4699 — 2510" 
BB 10 0,4699 — 25” 10' 
para Il ES +9-— +2 
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Eyeurro 11. — Hallar el ángulo X sabiendo que cos X == 0,4933. 

Razonando como en el ejemplo anterior y adoptando la misma 

disposición práctica, tendríamos: 

A 0,4933 = cos 60* 27" 

> LL 10 0,4924 —- 607 30' 
9 


- eta +9— —3 








» 


Hemos restado los 3” correspondientes a los 9 diez milésimos de 
diferencia entre el coseno dado y el menor de los que lo compren- 
den en la tabla, porque cuando un ángulo comprendido entre 0% y 
90% aumenta, su coseno disminuye. 


9. Tablas de logaritmos de las funciones trigonométricas. — 
Se llaman tablas logarítmico trigonométricas, a los cuadros donde 
están consignados los logaritmos de las funciones trigonométricas 
de los ángulos desde 0” hasta 90%. 

Como, en general, los logaritmos de esas funciones tienen infinitas 
cifras decimales, las tablas sólo dan las primeras de esas cifras, es 
decir, valores aproximados de las mismas. 

En la tabla que acompaña a este libro, figuran los logaritmos, cor 
cinco cifras decimales, del seno, del coseno, de la tangente y de la eo- 
tangente de los ángulos de 0% a 90%, variando de 10' en 10/. Esos lo- 
garitmos se han colocado a la derecha de los valores naturales de esas 
funciones y en las columnas encabezadas por log sen a; log tg a; log 
cotg a y log cos a; respectivamente, para los ángulos de 0% a 45%, y 
en las que terminan por esos nombres para los ángulos de 45? a 90%. 

Así por ejemplo; se tiene que 


log sen 28" 10” = log 0,4720 = 1,67398 
logtg 64” 20” = log 2,0809 = 0,31826 
log cotg 29? 40' = log 1,7556 = 0,24442 
log cos 25% 00' = log 0,9063 = 1,95728 
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A la derecha de las columnas de los lvgaritmos figuran otras, énca- 
bezadas por la letra d, que dan las diferencias entre dos logaritmos 


consecutivos de esas columnas, razón por la cual esas diferencias se es- 
eriben entre los dos logaritmos que se han restado. Así por ejemplo 


en la página que reproducimos se encuentra 230 entre 168098 y 


log cota a | a 

330 
329 
328 
326 
324 
323 
321 


340 
n9 
317 
315 
315 
313 


am 
am 
309 
307 
307 
305 


305 
303 
301 
301 


0,4228 0,4553 2,1445 | 0,33133 
0,4253 | 1, 0,693 2,1283 | 0,32 804 
0,4279 0,4734 2,1123 | 0,32 576 
0,4305 o 0,4770 2,4955 | 0,22 150 
0,4331 0,4806 2,0809 | 0,31 825 
0,4358 0,4841 | 1,6 2,0655 | 0,31 503 


0,4284 A 0,4877 2,0503 | 0,31 182 
0,4410 0,4913 2,0353 | 0,30 862 
0,4436 0,4950 2,0204 | 0,30 543 
0,4462 0,4996 2,0057 | 0,30 226 
0,1489 52 | 0,5022 19912 | 0,2991 
0,4514 | ( 0,5059 1,9768 | 0,29 596 


0,4540 0,5095 1,9626 | 0,29 283 
0,4566 9 0,5132 1,9468 | 0,28 972 
0,4592 . 0,5169 1,9347 | 0,28 661 


0,9063 
0,9051 
0,9038 
0,9025 
0,9013 
0,9001 


0,8988 
0,8975 
0,8952 
0,8949 
0,8936 
0,8923 


0,8910 
0,8997 
0,8884 
0,8870 
0,8957 
0,8843 
0,8829 
0,8816 
0,8802 
0,2788 


nt De ti 
Puvon 
23 
pe 
2 
Za 


0,4617 | 1 0,5206 1,9210 | 0,28 352 
0,4643 0,5243 1,9074 | 0,28 045 
0,4669 0,5280 1,8940 | 0,27 738 


94 793 
94 727 
94 660 


,94 593 
94 526 
94 458 
94 390 
,94 321 





AA. 


0,4695 0,5317 1,8807 | 0,27 433 
0,4720 0,5354 1,8676 | 0,27 128 
0,4746 0,5392 1,8546 | 0,26 825 
0,4772 0,5430 1,8418 | 0,26 524 
0,4797 0,5467 18291 | 0,26223| Soy | 0,8774 
0,4823 | 1,68 328 0,5505 1,8165 | 0,25923| 299 | 0,8760 


0,4848 | 1,68 557 0,5543 | 1,74 375 1,8040 | 0,25 625 0,8746 
0,4874 | 1,69784 0,5581 | 1,74 673 1,7917 | 0,25 327 0,8732 
0,4899 | 1,69 010 0,5619 | 1,74 969 1,7798 | 0,25 031 0,8718 
0,4924 | 1,69 234 0,5658 | 1,75 264 1,7675 | 0,24 736 0.8704 
0,4950 | 1,59 456 0,56;6 | 1,75 558 1,7556 | 0,24 442 0,6689 
0,4975 | 1,69 677 0,5735 | 1,75 852 1,7437 | 0,24 148 0,8675 


0052 | logcona cotga | log cotea log tx a sa 


AA 


Z 
e 
5 
Ñ 























1,68328 y a la derecha de ambos, pues 1,68328 — 1,68098 = 0,00230. 
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10. Manejo de las tablas de logaritmos de funciones tri- 
gonométricas. - ProBLEMA DIRECTO. — Dado un ángulo calcular el 
logaritmo de una de las funciones trigonométricas. 

Primer caso. — El ángulo está comprendido entre 0% y 90” y 
consta de un número redondo de minutos. 


El logaritmo de una de las funciones trigonométricas de un án- 
gulo menor que 45", se encuentra, como dijimos, en la intersección 
de la columna encabezada por el nombre de la función cuyo valor 
se busca, con la fila que comienza (por la izquierda) con el número 
de grados y minutos de dicho ángulo. 


EsumpLos. Log sen 27% 20' = 1,86107; log cos 29% 00” =1,94182, 


Si el ángnio es mayor que 45” el logaritmo de una de sus fun- 
ciones trigonométricas se encuentra, como en el eso anterior, bus- 
cando el nowbre de la farción ea la parte inferior de las columnas 
y el número de grados y miantos en la de la derecha. 





Esemrnos — Log sen 62730" == 1,94793 ; log tg 60% 16 == 0,24148 


Szauwbo caso. — El ángulo está somprendido entra 0% y 90 y 
consta de un número entery cualquiera de minutos. 


En este caso debe hacerse una interpolación avéloea a la ense- 
fnda al tratar el segundo caso del 1 a de la tabla de low loga- 
rinmos de los números (IV eurso), teniendo +» cuenta que la 
diferencia entre dos ángulos consecutivos es de 10' y que £s nece- 
sario restar la parte proporcional correspondiente a los minutos 
cusado se trata de un coseno, de una cotangente o de una cosecante, 
pues estas cofunciones disminuyen al aumentar el ángulo de 0? a 
90%. En los ejemplos que siguen adoptamos la misma disposición 
práctica utilizada para los logaritmos de los números. 





EyempLo 1. — Hallar el log tg 25% 57. 








10” — 32 log tg 25% 57” = 1,68722 

TT — nn, 

¿o 7 ag, | Para tg 25" 50 — 1,68497 
di d = 321 7—- +22 
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EyempLo 11. — Hallar el log cos 29? 03”. 


1 — 7% log cos 29” 03" = 1,94161 
ad para  29%00'—1,94182 
e $ 3 


11. Problema inverso. — Calcular un ángulo conociendo el 
logaritmo de una de sus funciones trigonométricas. 


Esempro 1. — Hallar el ángulo X sabiendo log sen X =—1,62865. 


Buscando en la columna que dice sen a en la parte superior, 


encontramos que 1,62865 es el log sen 25 10; luego resulta que el 
ángulo buscado es X = 25” 10”. 


Eyemero 11. — Hallar X sabiendo log tg X =C,30226. 


Como este valor figura en la columna que dice tg en la parte infe- 
rior, leemos el número de grados y minutos en la columna de la 
derecha y obtenemos que el ángulo buscado es 


X = 63" 30' 


Eyempro 111. — Hallar X sabiendo que log sen X —1,95020. 


Buscando en las columnas del log sen a, no encontramos el valor 
dado, pues está comprendido entre dos consecutivos, 1,94988 y 
1,95052; por lo tanto, para hallar el ángulo buscado, interpolare- 
mos de manera análoga a la explicada (ejemplos 1 y II del 2 
caso) planteando la proporción en sentido inverso. Adoptando la 
disposición práctica conocida tenemos 





4 — 10 1,95020 = log sen 63” 05' 
a yo | para 1,94988 ——— 63900 
¡dE d=+64 32—— +8 
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Esemrio 1V. — Hallar X sabiendo que log cotg £ == 0,28500. 
Procediendo como en el ejemplo anterior tendríamos 





o hs 0,28500 = logcolg 279 25' 

A 

o para 0,28352 ——— 27380 
e d =—309 1488—  —5 


OBSERVACIONES. 1.— Las tablas explicadas sirven para calcular 
el valor natural y el logaritmo del valor absoluto de las funciones 
trigonométricas, respectivamente, de ángulos mayores que 90%, pues 
por la reducción al primer cuadrante: dado un ángulo cualquiera 
existe otro positivo y menor que 90? cuyas funciones trigonométri- 
cas son, en valor absoluto, iguales a las del dado. 


EsempLos: — sen117*80'=sen (180% — 117*30/) =sen 62?30'=0,8870 
tg 205%57' =tg (205%57 — 180%) =tg 25%7 = 0,4866 
Análogamente: log sen 116%55' = log sen 63%05' = 1,95020 


11. — Cuando determinamos a un ángulo por medio del logaritmo 
de una de sus funciones trigonométricas, hemos supuesto que per- 
tenece al primer cuadrante, pues hay otros ángulos distintos que 
tienen esa misma función trigonométrica, 

Existen tablas más completas, por ejemplo la de J. Hoiiel, muy 
difundidas entre nosotros, que dan los logaritmos de las funciones 
trigonométricas de los ángulos comprendidos entre 0? y 907, varian- 
do de minuto en minuto. Ellas permiten calcular fácilmente, por 
interpolación, los logaritmos de las funciones trigonométricas de 
esos ángulos cuando figuran en ellos segundos. 

Reproducimos en la página siguiente una de las de esa tabla que 
consta de 45 páginas. En la primera de esas páginas figuran los 
logaritmos de las funciones trigonométricas de 0% a 1% y de 89? 
a 90%; en la segunda página los de 1% a 2” y de 88” a 89”, etc., 
y en la última los de 44? a 45” y de 45” a 46” variando de minuto 
en minuto. Cada página consta de 11 columnas; en la primera 
de la izquierda están escritos los minutos, desde 0 a 60, que se 
agregan al número de grados que figura en la parte superior de 
las mismas y en la última de la derecha los números de minutos, 
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2343. 








Sínus 


Costo. 


Tang. |D! 


Cot. 


Sto. [D 


Cosin, 





), 59198| 
Digas 
239247 

5 


9,9307 


19,59136 
6 119,59366 
9139396 
9159415 


19,59155/, 


9,59484 
9159914 
9159543 
19159573 


915950233 
9:59632| 1 


16119,59561 
9, 59690 
9, 59720 


9+59719/29 


9129778) 


91598081; 
9,30837 120 


9+59866 
9159895 


; 
9,5994 |30| 


9:59051 
950983 


9,60012|23 


9,60041 


+19, 60070 
9,600; 
9,601 


9oGo157 E 


9,801 


219,601 
É gli 
9,6c494 


9,0503 
9,60533 


960581 2 


946058: 
9,606; 


9160648 
9,60675 
ro 
9:6073) 


A 
9480751 (28 


5 [9,2078 
9,601 
9. 6c346 
875 





7513 
9: 50903 


$[9,63101|37 


9,02795! 
9+52820| 
9,6285 
9,6280] 
9,62936| 


9,62961|35 
9/0:996 [E 
9,6303 [33 
9,63066| 3 


9,63135]35 
9.63070 132 
91632051 
9153201; 
9/63235 


$19,63310|3; 


Pe 
39 


elo:39 


3941 


¿2 lo, 39482 


10,39254 


0,39325 
ol !3820 


9,63345| 
9,63 

9 

9,6; 
9163484 
9103519 
9,6355. 
9103588 
9,6363 


9r63057 
9,6369 
9163726) 
963761 
9,6396] 





9,63830 
9,6805 
9 
9,659] 
9,63908 
9154003 
9:64037|3 
9. Sjo7a 
eli $ 
3164140 
a 


96/70 
Sicadal3: 


98Staal 
se 








£0,35483 
213 ME! 
9535414 


¿(0,37215 
2/0,37180 


0,37143 


jos371101 


10,37074 


0, 370% 
0,3700: 
036969 
[0,36934 
0,3689) 


0,36865 
030830 
04 y 

"36:00 
0,36725 


0,3690 
99 


¿03 
0130351 


0,36516 
0,36481 
0/35/47 


5 |0,36412 


0,3637 


1,36343 
0,3608 
0,363: 

PEO 
336201) 


350,361) 
210530135 


0,2810: 
0, 30166 
0,360da 


0,35% 
0,359 

0,35998 
0,35 


¿[0,25860 


10,35825 


fo/3579s 
7 


0,357 


0,35722 
34035088 
0,3565, 
Ey] 03305 


0,3558! 
(0,3555: 
10,35517 
98 
0, 35380 


2110, 39346 


0,03; 
35894 9,0369 


0,03597 
0,03605| 0 
0,03608| 
0,03613; 6 
0,03619| $ 


0,03624| 
0,03630| $ 
003635 
003640! 
0,03646 


7 
0,0372 
0,03727 


6,0393 
0,03738| 
ona 
0,03749| ¿ 
0105758 


0,0376 
0,03706 
ea 
PESA 
010384 
0,0388 
0503 191) 


0,0810 


003815] 
0,03821 
0,03826 
0,0353] 
10,09835| 





19,96403 
9,9397 





009129 
9 Letón] 











SiéBzcn.. > 


























de 60 a 0, que es necesario agregar al número de grados que se 
indica en la parte inferior. 

En las columnas restantes figuran los logaritmos de las seis fun- 
ciones trigonométricas de esos ángulos y las diferencias entre dos 
consecutivos de cada columna. 

Las columnas llevan en la parte superior el nombre de una fun- 
ción y en la parte inferior el de la respectiva cofunción. Así en 
la página que reproducimos se observa que en la columna que arri- 
ba dice sín (pues en francés el seno se escribe sinus) debajo di- 
ee cosin, ete.; donde dice cosec, debajo dice sec. Además las co- 
lumnas que dan las diferencias, que están indicadas con la letra 
D, se refieren indistintamente a las diferencias de los logaritmos 
de las funciones indicadas en las columnas que están a su izquier- 
da y a su derecha. 

Como, en general, los senos y los cosenos de un ángulo son números 
menores que uno, lo mismo que las tangentes de los ángulos me- 
nores que 45” y las cotangentes de los mayores que 45”, las carac- 
terísticas de sus logaritmos son negativas, pero, por razones tipo- 
gráficas, se ha omitido la escritura del signo menos que tendría 
que colocarse encima de esa característica, aumentando esos loga- 
ritmos en 10 unidades. Por eso en la práctica se deberán reempla- 
zar las características 9, 8, 7 y 6 de las columnas sin, cosin, tang y 
cot por 1, 2, 3 y 1 respectivamente. 

Así en lugar de log sen 23% 15” —= 9,59632 escribiremos 1,59632. 

Con los tablas de Hoiiel los ejemplos anteriores, donde nos veía- 
mos obligados a interpolar, se resuelven con una simple lectura desde 
que, como dijimos, esas tablas dan los valores de las funciones tri- 
gonométricas de minuto en minuto. Así se encuentran, directa- 
mente: 


log tg 25" 57" =1,68722 ; log cos 29” 03" = 1,94161 
y para log sen X = 1,95020 resulta  X = 63% 05' 
» » log cotg X = 0,28500 > X =27* 25' 


A continuación damos ejemplos para que se vea que la interpo- 
lación se hace, en estas tablas, de manera análoga a la explicada 
para las que acompañan al texto. 
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log tg 23 1740" = 1,63402 


lo7 cosec 66? 20' 10” = 0,03814 





2317 —— 1,63379 
d=35 40" +23 


0,03764 = log sec 23" 30 40" 


6620 —— 0,03815 
d=5 10" —— —1 


1,64203 = 107 cot1 66" 19' 11% 





0,03760 —— 237 30' 
d=b 4—— 401 


1,64175 -— 66? 20" 
d=34 28 —49" 


Las partes proporcionales correspondientes a los segundos o los 
segundos correspondientes a la diferencia entre el logaritmo dado 
y el menor de los encontrados en la tabla, se han determinado por 
medio de las tablitas marginales que dan los productos de las dife- 
rencias tabulares por 6”, 7”, 8”, 9”, 10”, 20”, 30”, 50” divididos 


por 60”, 


Aplicación: L — Hallar, empleando las tablas que acompañan al texto, los 
valores naturales de las funciones trigonométricas: 


1) nen 23% 24! R: 0,3971 
3) tg 7012 R: 2,7776 
5) sec 62% 54' R: 2,1584 
7) sen 20? 20' 12” R: 0,3475 
9) tg 80% 06' 15” R: 5,7326 
11) sec 20% 00' 36" R: 1,0642 
13) sen 325 R: 0,0596 
15) tg 7547" R: 3,9473 
17) cos 4% 47" R- 0,9965 
19) cos 86” 43' R: 0,0572 
21) sen 10%06* KR: 0,1753 
23) coty 43* 16” R: 1,0624 
25) com 20% 56/ R 0,7663 
27) coty 40 32 R: 0,8531 
100 — 


2) cos 56” 38' R: 0,5494 
4) cotg 18” 36' R: 2,9715 
6) cosec 18? 26' R: 3,1623 
8) cos 50” 36' 42" R: 0,6346 
10) cotg 1901” 12 R: 2,9009 
12) cosce 15% 15' 15 R: 3,8008 
14) cos 1423" R: 0,9687 
16) cotg 79” 22' R: 0,1377 
18) cotg 85” 10' R: 0,08 6 
20) seo 88” 36 R: 0,9997 
22) tg 3255 R: 0,0685 
24) sen 36" 28' R: 0,5943 
26) tg 43 28' R: 0,9455 
2.) cos 36" 17" R: 0,8052 


20) ty 56% 48' 
31) cos 76? 56" 
33) sen 56% 44! 
35) tx 26% 18' 
37) cos 44% 44 
39) cotg 68? 23' 
41 


cos 36% 41" 
43) tg 23% 45 
45) cos 6602 
47) ty 2351" 
49) cotg 50* 43 


(Ténguse presente que la secante y cosecante de un ángulo 


R: 0,5232 
R: 0,2281 
KR: 0,9984 
R: 0,4727 
K: 0,7104 
R: 0,3963 
R. 0,5U20 
R: 0,1400 
R: 0,4062 
R: 0,4421 
R: 0,8180 


30) cotg 16% 16" 
32) tg 
34) cos 


80* 22 
ERA 
36) cotg 45” 29" 
38) sen 56” 24' 
40) tg 3643 
42) sen 21*11' 
63 99 
62* 36" 
627 24 
38" 35" 


44) sen 
46) tg 
48) sen 
50) cos 


rosenu y del seno respectivamente, del mismo). 


KR 3,47, 
R 58418 
- 0,6877 

0,4833 
: 0,8327 
- 0,7458 
: 0,3614 
: 0,8935 
: 1,9292 
: 0,8362 
: 0,7817 


PD IEDIECCOBRORE!)I O 


son los inversos del 


1. — Hallor esos mismos valores empleando cualquier vtra tabla y comparar los 
vexulta/ios obtenulos con los hallados anteriormente. 


111 — Hallar los ángulos agudos zx sabiendo que: 


1) sen z = 0,7481 
3) tg x= 1,7302 
5) cos z = 0,1893 
7) cot x = 0,6749 
9) tg 1 = 2,5113 
11) sen z = 0,0364 
13) tg z = 0,8609 
15) cot z = 1,6759 
17) sen 1 = 0,5166 
19) cot r = 1,6186 
21) sen z = 0,7423 
23) ty 1 = 8,6662 


R: 


PAPAS 


x= 48” 26' 
x= 59” 58'4 
x= 607424 
z= 5559 
x= 68% 31" 
x= 2205 
x=41%01" 
z= 3049" 


12 = 33" U3' 
ca = 27732 
ca = 4750" 


1 = 83" 25 


2) cos x = 0,9771 

4) cotz = 2,1580 

6) tg 2 = 0,5418 
8) senz = 0,8641 
10) tg z =0,1719 
12) sen z = 0,7651 
14) cos x = 0,8540 
16) tg x= 1,1505 


18) cos x = 0,57 





20) tg z = 0,38 
22) cos x = 0.552 


24) cot x = 1,0455 





R: zx =12*16' 
KR: x= 214516 


KR: 
Re 


R 


R: 


x= 28% 53 


59% 46 


z 
dm 94s 
x= 4955 
2 =30%04' 
1 = 5525 
a e 54% 53' 
:2= 2056" 
x= 56” 33 


x= 26 37" 


- 10) 


25) col 1 = 0,4763 
27) cos 1 = 0,1175 
20) eot x= 2,3127 
31) cos 1 = 0,0625 
33, 
35) sen x = 0,2807 
37) sen z = 0,4602 
39) sen: = 0,4924 


cot zx = 0,8451 


41) cos x = 0,4933 
43) cot x = 0,3036 
45) cos x = 0,7729 
A7) cot x= 1,4223 
49) cos 2 = 0,6367 


ES 


E E E 


> 6432 
ix = 83% 15 
a = 23723 


x=1544 
z = 49% 48' 
z == 7844 
1 = 2824 
z = 29” 30' 
zx = 6027" 
x= 7307 
z = 39 23' 
2 35% 07" 
z == 50 27" 


26) tg 2 = 1,0375 
28) senz = 0,7001 
30) tg x= 1,0074 
32) sen x = 0,6399 
34) tg z = 2,6233 
36) cos z = 0,0012 
38) cos z = 0,4423 
40) tg z =0,4708 
42) sen zx = 0,9576 
44) tg z = 0,5460 
46) sen zx = 0,7889 
48) tg z =0,7072 
50) sen zx = 0,9934 


a] 


DR -»RpPpEDOO FU 


DER» 


:z=47724 
: zm 44% 26' 
¡x= 40% 52 
iz =39%47" 
: zm 69* 08” 
: x= 89058 
a 64% 45" 
22 25 13 
2 7315 
: 2 = 28* 38! 
2 52% 05' 
: zm 35" 16' 
: zm 83% 25! 


IV. — Hallar, empleando las tablas que acompañan al texto, los logaritmos += 


guientes: 
1) logsen 40% 12' 
3) logtg 53% 15' 
5) logsen 75* 23' 
7) log cos 26” 32 
9) logsen 49” 58" 
11) logtg 26” 59' 
13) log sen 38" 16' 
15) log cos 71*21' 
17) log cotg 17” 26' 
19) logsen 72" 45' 
21) log cos 18” 48' 
23) log cotg 37" 25' 
25) log sen 23” 36' 
27) log tg 66” 12 
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R: 1,80987 
R: 0,12683 
R: 1,98571 
R: 1,95166 
R: 1,88383 
: 1,70685 
: 1,79192 
1,50486 
0,50304 
: 1,98001 
: 1,97628 
: 0,11633 
: 1,60244 
: 0,35551 


DORE 


2) log cos 36” 28' 

4) log cotg 64? 18' 

6) log cotg 10? 48' 

8) logtg 44” 26' 
10) log cotg 26? 54' 
12) log cos 40% 04' 
14) log cotg 51” 28' 
16) logtg 1817! 
18) log sen 65” 15' 
20) log cos 57” 24' 
22) logtg 85” 09' 
24) log cos 81” 49' 
26) log cotg 43" 12' 
28) logsen 56 02' 


R: 1,90537 
R: 1,68239 
R: 0,71951 
R: 1,99141 
R: 0,29471 
R: 1,88383 
R: 1,90112 
R: 1,51903 
R: 1,95815 
R: 1,73140 
R: 1,07134 
R: 1,15333 
R: 0,02731 
R: 1,91874 


29) log sen 26” 52' 
31) logtg 23” 48' 
33) log cos 63” 08' 
35) log sen  7*31' 
37) logtg  20%35” 

39) log cotg 21” 36' 
41) logsec 45” 25' 
43) log cosec 28* 31' 
45) log cosec 85” 26' 
47) logsec 56% 36' 
49) log cosec 78? 25" 


R: 1,65506 
R: 1,64449 
R: 1,65506 
R: 1,11666 
R: 1,57466 
R: 0,4028 
R: 0,15370 
R: 0,32110 
R: 0,00138 
R: 0,25926 
R: 0,0894 


30) log cos 34? 18' 
32) logtg 52% 20' 
34) log cotg 82% 11 
36) log cos 16% 42 
38) log sen 67* 27' 
40) logtg 65% 14' 
42) log cosec 40? 05' 
44) log sec 61% 57" 
46) log sec 10% 48' 
48) log sec 18” 26' 
50) log cosec 30” 12 


DP» 


ro 
--] 


DP.PDRDAp 


: 1,91708 
: 0,1124] 
: 1,1376 
: 1,9812% 
: 1,96546 
: 0,33598 
: 0,1918 
: 0,32768 
: 0,00776 
: 0,02287 
: 0,29841 


(Para resolver los diez últimos ejercicios téngase presente que el logaritmo 
del inverso de un número es el cologaritmo de dicho número). 


V.— Hallar, empleando cualquier tabla, los logarimos siguientes: 


1) log sen 28” 36' 40” 
2) logsen 60% 02 18” 
3) loz cos 50% 25' 10” 


€) loz eos  10%00' 18% 
5) logtg  15%15' 12% 
5) logtg 15% 15' 20% 


7) logtg 70? 58' 48" 
8 


loz cotg 59% 49" 19% 
9) log sec 200606” 
¿id logsec 18% 43' 20% 
11) log cosee 39% 17' 20 


12) log cosec 71% 17 507 


13) log sen 29” 19 56”,8 


14) log ta 4007" 12,5 
15) logsec 28” US' U8S”,6 


DEIZPpP 


a) 


PD ADIOS 


: 1,68021 
: 1,93770 


1,80425 


: 1,99334 
: 1,43568 
: 1,43574 
: 0,40254 
: 1,76455 
: 0,0272% 
: 0,18137 
: 0,19844 
2 0,0235 
+ 1, 69009 
: 1,92565 
: 0,05461 
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16) log cotg 6? 00'06” 
17) log cosee 4% 12' 15” 
18) log cos 80% 60' 45,75 
19) log tg  23%11'40" 
20) log cosec 66? 20' 10” 
21) log cotg 66* 19' 11” 
22) logtg  38*56' 14” 
23) log cos 63*17' 49" 
24) log sen 53*07' 49” 
25) loztg  37%52'11” 
26) logsen 36% 52' 11” 
27) logcos 15” 38' 07” 
28) logtg  52%05 54 
20) log cos 12” 16' 42” 
30) log cos 53*07' 49" 
31) logtg  51*02' 46" 
32) logsen 66*12' 15" 
33) log cotg 23" 47' 45% 
34) log cosec 63” 15' 20” 
35) log cos 53% 41' 56” 
36) log cosec 52? 07' 12” 
37) log.cot 63% 15' 20" 
38) logsen 36” 18' 04” 
39) logtg  51*05' 36” 
40) log cotg 52% 07' 12” 
41) logsen 35” 51' 10 
42) logsen 22” 21' 13” 
43) logtg 41% 49' 41% 
44) log cotg 82* 23 191 
45) log sec 22” 20' 30” 
46) log sen 67* 29' 20” 
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: 0,97828 
1,13483 
: 1,19372 
: 1,63402 
: 0,03814 
R: 1,64203 
R: 1,90740 
R: 1,65260 
R: 1,90309 
R: 1,87506 
R: 1,77815 
R: 1,98363 
R: 0,10872 
R: 1,98995 
R: 1,77815 
R: 0,09235 
R: 1,96142 
0,35559 
0,01914 
: 1,77234 
: 0,10276 
: 1,70236 
1,77234 
: 0,09218 
1,89093 
1,76768 
: 1,58503 
: 1,95182 
: 1,12687 
: 0,03389 
: 1,96558 


DR 


p 


E E 


47) log cotg 34” 20' 15 R: 0,16551 


48) log cos 55% 10 107 R: 1,75675 
49) loz sen 34” 05' 46" R: 1,74893 
50) logsec 49” 43' 30” R: 0,18948 


VI — Calcular, empleando logaritmos, el volor de zx en las expresiones si- 
¿uientes: 


a) z = sen 38? 12' 15 X cos 59% 12 X coty 19" 13' 40% R: x = 0,9372 0 


sen 70? 15” X cos 18* 40' 
b A A R: x = 3,663 
1 12915 307X000 20 487 a 


800 . sen 36? 15' 40” 
1358,75 X tg 56% 29" 
sen? 56% 15' 30” . cos! 15% 15' 


20 rar ovio ES 





0)z- R: z = 0,23064 


y 39,185 X sen 40" 12 18" 


R: 2 = 0,62714 
16,12 X cotg 68* 12' 48" ja 


,nz- 


VII, — Hallar el valor natural de las funciones siguientes empleando las tablas 
que acompañan al tezto: 


a) sen  112*30' R: 0,9239 b) cos 196? 10' R: —0,9605 
e) tg 218" 20' R: 0,7907 d) cotg 309% 40' R: —0,8292 
8) sec  200*50' R: — 1,0698 $) cosec 260 40" R: — 1,0134 
9) cos 4002 R: 0,7660 Rh) cos 319" 24' R: 0,6508 
1) sen 498” 42 R: 0,6600 J) cotg 800? 20" R: 0,1703 
k) tg  1000* 18' R: — 5,5026 l) sen (— 36" 48') R: —0,5990 
m) cos (—149*58') R: —0,8657 n) colg (—201*18)  R: —2,5648 
pto (290% R: 2,7475 q) cos (—576*36')  R: —0,8028 
r) sen (—616*36) R: 0,9727 8) cotg (— 100810)  R 0,3281 
ty (393712) R: —0,6544 u) sec (— 30” 30') R 1,1606 
w) cosec (— 580? 05') R: 1,5530 
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VUJ.—Hallar el logaritmo del valor absoluto de las funciones trigonométricas al» 


guientes: 
19) sen 
2%) cos 
8%) y 
4%) cotg 
5) cos 
69) cosec 
79) tg 
8%) sec 
99) sen 
10%) cos 
119) cotg 
129) cosec 
13%) cos 
149) sen 
16%) cotg 
16%) tg 
179) sec 
18%) cosec 
199) tg 
20%) tg 
21%) sen 
229) sec 
230) cos 
249) sen 
25) tg 
26) cos 
27%) sen 
28) cos 
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128" 401 
170* 20 
211” 30' 
304” 40' 
22” 10' 
320 05' 
264" 07* 
133" 18 
224 10' 
247" 52 
235" 40" 
151* 15* 
100* 10' 12” 
212" 24' 26" 
286" 15' 08” 
100" 05' 43" 
176” 01' 48" 
326" 07' 08” 
308" 26' 20" 
51? 33' 40" 
204? 50' 47" 
226" 55' 20 
5400 
384" 50' 47" 
(— 59" 20) 
(— 404" 53) 
(— 49" 50' 40") 
(— 169" 59' 40") 


y 


EEE EEE ES 


PREPA 


: 1,89264 


1,99379 


: 1,78732 


1,83984 
1,85571 
0,19269 
0,98697 


+ 0,16379 


1,84308 
1,57607 
1,83280 
0,31787 
1,24691 
1,72911 
1,46467 
1,65881 


: 0,00108 


0,25378 
0,10034 
0,10034 
1,62344 
0,16559 
0,00000 
1,62344 
0,22697 
1,85037 
1,8326 
1,97297 


299) 
30%) 
319) 
32) 
339) 
34) 
35) 
369) 
279) 
389) 
399) 
409) 
419) 
429) 
439) 
440) 
459) 
46%) 
479) 
489) 
499) 
50%) 


tg  (—199*09'10") 
cotg (-— 230% 15' 24”) 
sen  (—407* 56') 

cos (—675* 48") 

tg  (—524*38' 

cotg (— 326" 05”) 

cnsec (— 226? 40”) 

sec  (— 400” 58”) 

sen  (— 234% 55' 42") 
tg (256 45' 20") 
sec (— 427" 38' 10") 
cosec (— 146? 27" 15”) 
entg (— 74" 26' 15") 
cos  (— 126” 30' 40”) 
sec (— 100? 12 12”) 
cosec (— 288* 00' 18”) 
xen  (— 483? 15' 28”) 
cos (— 600” 50' 40") 
to  (—419*09'15") 
cotg  (— 6000” 17' 58”) 
sen  (— 194% 46' 20") 
tg  (—2780* 47' 36") 


DRIP AAA 


: 1,50072 
: 1,91986 


1,87062 


: 1,85547 
: 1,43905 
: 0,17238 
: 0,13824 
: 0,12200 
: 1,91298 
: 0,62826 


0,41966 


: 0,25759 
: 0,34255 
+ ,177450 
: 0,75168 
: 0,02180 
: 1,92228 
: 1,68770 


0,22388 





: 1,75618 
: 1,40650 
: 0,79026 
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CAPITULO V 


RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS PLANOS 


Proorama. — Relaciones entre elementos de un triángulo rectángulo, y spltos- 
oiones a la resolución de los siguientes casos: Dados la hipotenusa y wn án- 
gulo agudo; Dados un cateto y un ángulo agudo; Dados la hipotenuse y un 
oateto; Dados los dos catetos, Ejercicios y problemas. 


12. Resolver un triángulo rectángulo y calcular su su- 
perficie. —Se entiende por resolver un triángulo rectángulo, cal- 
cular numéricamente tres de sus elementos, cuando se conocen, ade- 
más del ángulo recto, otros dos entre los que figura un lado, por 
lo menos. 

Los datos que bastaban en los problemas clásicos para construir 
con regla y compás un triángulo rectángulo, permitirán resolverlos 
cuando se conozcan las medidas de esos datos, obteniéndose así los 
casos clásicos de resolución de triángulos rectángulos. 

Esa resolución la haremos en base a las relaciones existentes entre 
los lados y los ángulos agudos de un triángulo rectángulo, que pa- 
samos a establecer, 


+Y4 B 
12”. Relaciones entre | a 
los lados y los ángulos | A 
agudos de un triángulo | 
rectángulo. — Sea el tri- 3277-7 EFE 
ángulo BAC rectángulo en ZE 5 3 2% 
A. Considerando la recta e 


CA que contiene al cateto 
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b como eje de las « equis », y la perpendicular a ella en el vértice del 
ángulo agudo como eje de las «ies » resulta que: 


IN 
Angulo c = argumento de B; med. c (cat. op. a C) = ordenada de C 


Ny 
med. a = radio vector de B; mea. b (cat. ady. a C) = abscisa de C 


luego 





Mm 
A ordenada med. € c cat. op. a C 
19) sen C = = a == - 
radio vector med. a a hipotenusa 
IN 
o sea senC= Mm 
a 





Análogamente se tendría 


Eh 
sen B = a [1] luego 








El seno de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo es igual 
a la razón entre el cateto opuesto a dicho ángulo y la hipotenusa. 





A 
$) abscisa med. b d cat, ady. a € 
29%) cos C = ——— = de Ss ¿ 
radio vector med. a a hipolenusa 
e ED 
Y sea cos € = Ed 1099] 








En la misma forma se deduciría que: 


6 
cos B = — 
a 


[11] luego 








El coseno de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo es igual 
a la razón entre el cateto adyacente a dicho ángulo y la hipotenusa. 
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IN 

PAS 
3) yC= ordenada _ med.e _c _ cat op. aC 
abscisa med. b db 





eS 
cat. ady. a C 





O sea 





IN 
igC = + | 0508) 





En la misma forma se deduciría que: 





db 
YB=+ 





[11] luego 








La tangente de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo es 


igual a la razón entre el cateto opuesto y el cateto adyacente a di- 
cho ángulo. 


IN 

A A 
49) cotg O = abscisa_ _ med.b _ cat. ady. a C 
ordenada med. c 





N 
cat. op. a C 


A 
cota C = [Iv 





KA 
c 





En la misma forma se deduciría que: 


ZN 
cotg B = 7 [IV] luego 








La cotangente de un ángulo agudo de un triángulo rectángulo es 
igual a la razón entre el cateto adyacente a dicho ángulo y el cateto 
opuesto al mismo. 


VALOR DE UN LADO DE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO. — De las igual: 
dades [1] y (1'] resulta: 


por definición de razón 





PAS ZN 
c=a.snC d =a.sen B 
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Luego: Un cateto de un triángulo rectángulo es igual al prod wcto 
de la hipotenusa por el seno del ángulo opuesto a dicho cateto. 


De las igualdades [11] y [11] resulta: 


SN 
b=a cos C 


Luego: Un cateto de un triángulo rectángulo es igual al producto 
de la hipotenusa por el coseno del ángulo agudo adyacente a dicho 
eateto, 





WA 
c= a cosB por definición de razón 





De las igualdades [111] y [111'] se deduce: 


IN IN 
cmbiC db=ctgB 


Luego: Un cateto de un triángulo rectángulo es igual al produc- 
to del otro cateto por la tangente del ángulo opuesto al primero. 


por definición de razón 








De las igualdades [IV] y [IV'] se deduce: 


ZN SN 44 
e =bcotg B | b =ccotg O | por definición de razón 


Luego: Un cateto de un triángulo rectángulo es igual al produc- 
to del otro cateto por la cotangente del ángulo agudo adyacente al 
primero. 








OBSERVACIÓN. — Un ángulo agudo de un triángulo rectánguio 
puede calcularse mediante: 


1) su seno o su coseno cuando los datos son la hipotemusa y el 
eateto opuesto o el adyacente, respectivamente, al mismo (Fórmu- 
las I y II). 


11) su tangente o su cotangente cuando los datos son los catetos. 


— M1 


Un cateto puede calenlarse empleanán: 


1) el seno o el coseno cuando se conocen la hipotenusa y el ángu- 
lo opuesto o adyacente, respectivamente, a exe exteto 

11) la tangente o cotangente cuando se eonuven el ntro cateto y 
el ángulo opuesto o adyacente, respectivamente, al cateto que se 
quiere hallar, 

Resolveremos unos triángulos rectángulos empleando las tablas 
de valores naturales y otros empleando las «le logaritmos, Las fór- 
mulas recuadradas dan la solución general de esos triángulos en 
función de los datos. 


13. ler. caso.— Resolver, en general y en particular, un triángu- 
lo rectángulo, y determinar su superficie, dados la hipotenusa y un 
ángulo agudo. 


Daros INCÓGNITAS 
a =7m C,b,c y S 
B = 35" 46 


Cálculo de CC 





SoLución 
C =90— B 





C = 90 — 35 46' = 54914 .-. Cu 547 14 
Cálculo de b 


| d =4.senB 


sen 35" 46' = 0,5845 





son 38" 50' —0,5854 | ie andes d = 7 m sen 35" 46' 

son 30*40 — '— 14 

A | bd =7m X 0,5845 = 4,0915 m 
A bz 4,092 m 
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Cálculo de e 


E =a-cos B| 


cos 35* 46" == (1,8114 | 














00 ao ol | e Tm X 08114 = 5,6798 10 
n— c = 5,680 m 
a EXE =10 
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Cálculo de S 


Tomando como base del triángulo rectángulo a ano de los catetos. 
resulta que la altura es el otro cateto y por lo tanto el doble de su 
superficie es el producto de los mismos, o sea: 


y expresando b y c en función de los datos, se tiene 
| 2.S =4.smB.a.cosB =a*. sen B.cos B 


Como al resolver todo el triángulo ya se han calculado los valores 
b y c, utilizaremos la primera fórmula, en el ejemplo numérico 


2.8 = 4,092 m X 5,680 m = 23,24256 m' 
luego S = 11,62128 m* 


14. 20. caso. — Resolver, en general y en particular, un trión- 
gulo rectángulo, y determinar su superficie, dados un cateto y un 
ángulo agudo. 


B 
Datos INCÓGNITAS pr 
c=12m 
c =12m B,ja,b y S 
DO 
C = 45% 15' co TA 
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Cálculo de B 
SOLUCIÓN 


Ly 907 — Cc | 
B = 900 —45 17 =4P 458 .. Bou=d44 45 


Cálculo de a 




















c=asen O dim (+) 
sen O 
sen 45” 15' == 0,7102 12 m 12m 
A e PAL ARA = 16,894 m 
don drzo mom | O sen AB? 15 OJTLO2 
19-20 
e" 10 la = 16,90 m 
Cálculo de b 
| =c.cotg C 


core ar1oÑ 0la | $ = 12m cotg 45" 15 = 
eotg 48" 10'= 0,9042 45" 10' == 0,9942 


sotg 485* 20" — 0,9884 SB = 12 m 0,9913 z 11,896 m 
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vB b = 11,90 m 
Cálculo de S 
| 28 =b.c | 


y expresando hb en función de los datos, se tiene: 
| 28 =ccotgC.c = e? cotg O | 


(*) Si so trabaja con tablas que dan cosecantes, se puede evitar la división de c por sen C 
multiplicando a e por el inverso de sen C, o sea por cosec C. 
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Como al resolver el triángulo, ya se ha calculado el valor de B, 
utilizando la primera fórmula, en el ejemplo numérico, da 


28 = 11,90 m X 12m = 142,80 m* 
luego S = 71,40 m 
15. 3er. caso. — Resolver, en general y en particular, un triánguw- 


lo rectángulo, y determinar su superficie, dados la hipotenusa y un 
eateto. 














B 
Datos INCÓGNITAS 
$ 
a = 50m B,C,c y S A a 
b =35m 
E bs35m 4 
Cálculo de B 
SOLUCIÓN 
[ b 
sen B =— 
a 
0,7000 == sen 44? 26" 
0585 — 2 | gen B = 2 0,7000 
d=21() 2— +0 50 m 
21 — 10' S 
=p | BD = 44726 





21 | 


Cálculo de C 


] 
Foro? 
ia 


(9) La diferencia 21, entre el «en 44* 30" y el aen 44" 20', ne ha hecho mentalmente, teniendo 
por delante los valores que da la tibla. 
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Prácticamente se puede calcular C como complemento de B, así 
C == 90% — B = 90% — 44? 26' = 45% 34" 
luego Co 45" 34 
Cálculo de b 


c=ya—b 





e = 150135 = 12500 — 1225 = y 1275 235,70 m 


Cálculo de 
28 =b.c 


y expresando a c en función de los datos da 


28=b Ya 





Como al resolver totalmente el triángulo ya se ha calculado c, si 
utilizamos la primera fórmula se tiene: 


28 =35m X 35,70 m =1249,50m* luego S = 624,75 m* 


16. 40. caso. — Resolver, en general y en particular, un triángu 
lo rectángulo, y determinar su superficie, dados sus catetos. 


Daros INCÓGNITAS B 
b=24m B,CjayS DAS 
c=-12m 6: A 
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Cálculo de B 
SoLUcIiÓN 
bd 
4YB=+ 
2,0000 = tg 63* 27" 
2,0057 — tg 63*30' | 1,9912 — a tyB= 24 m == 2,0000 
1,9912 — tg 63* 20" 88 — qe 12m 
145 — 10 | 
BX10_,, = 6397 
88 7 | luego  B =63* 27 





Cálculo de € 
Prácticamente se caleula C( como complemento de B, así 
C =90* — B = 90? — 63 27' = 26" 33" 
luego C= 26" 33' 
Calcula de a 
De acuerdo con el 22 corolario del teorema de Pitágoras, es: 
| a=y4P+O 
luego a =424 4-12 = /576+144 =» 4720 = 26,81 m 
a = 26,81 m 


Cálculo de S 


28 =b.c =24m X 12m = 288 m* 
luego S = 144 m* 
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EMPLEANDO LAS TABLAS DE LOGARITMOS 


7. Problema 1. — Resolver un triángulo rectángulo dados la 
Atootenusa y un ángulo agudo y calcular su superficie. 





Daros INCÓGNITAS 
a = 375,40 m C,b,cyS 
B =38" 25' 
Cálculo de C 
8060 16 
e C =3%00—B 
BL 387 C = 90 — 38" 25' = 51” 35' 





Cálculo de b 
b=a.snB .*. logb =loga + log sen B 





log sen 38*25' == 1,70336. | 
38" 20' 1779256. 
d- +15 5 + 80 
có 159 ia | log 375,40 = 2,57449 
AS | log sen 38” 25' = 1,79336 
2 2,30785 - == 233,26 a 
20. | log d = 2,36785 
d=18 12 $ b = 233,26 m 
18 = ds 
1 -— 2 =64=6 


Cálculo de e 


ec=a.cosB .*. logc =loga + log cos B 
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og cos 38*28' = 1,89404 
de —101 38" 20' — 1,89455 











eo -u 
10 — 101 log 375,40 == 2,57449 
v- HE 51 ' log cos 38" 25” = 1,89404 
log e = 2,16853 
2,0858 = log 24,12 
40850 — 2041 c = 294,12 m 
- 16 ii 1 
u- 10 
o. 


Cálculo de S 
Siendo 28 =bXc, expresando b y c en función de los datos 
da 28 =a.senB.acos B 
luego 28 =0*.senB.cos B 
log 28 = 2 log a + log sen B + log cos B 


2 log 375 = 5,14898 


2 109 875,40 => 2,5740 X 2 = 5,14808 e 
log sen 38” 25” == 1,79336 


4,83638 = log 68608,6 


2. — o log cos 38" 25' = 1,89404 
det q va log 2S = 4,83638 
o 28 = 68608,6 


- 0 28 
ES S'= 34304,30 m* 


18. Problema !1L.—Resolver un triángulo rectángulo conociendo 
uneateto y un ángulo agudo y calcular su superficie. 


Daros INCÓGNITAS 
b = 715,58 m 
B = 53 42 C, e, a, S 
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Cálculo de C 


89* 80” 
53" 42* 
367 18' 





C = 90 — 537 42 
O = 36" 18' 


Cálculo de e 
ec =b.cotg B = 715,58 m X cotg 53* 42 


log 715,58 = 2,85486 
7165 — 85461 
1-6 8- 5 





log cotg 53* 42' == 1,86603 
53" 40' — 1,86656 


log 715,58 = 2,85466 
log cotg 53% 42 = 1,86603 


de 20 2- —8 log Cc = 2,72069 
a c = 525,64 m 
2,72069 = log 525,04 
72066 — 5258 
de dB 4 
Cálculo de a 
pad b - 715,58 (-) 


log sen 53* 42" == T,90630 


58" 40 — 1,9061 
de 08 I- 1 





sen B sen 53" 42 
log 715,58 = 2,85466 


log sen 53" 42 = 1,90630 





log a = 2,94836 
a = 887,90 m 


Cálculo de S 
28=b.c .:. log28 =1logb + logc = log 716,58 + log 525,64 


log 715,58 = 2,85466 
BeTtaS = log 270160 [100 595 64 = 2,72069 


87880 — 3761 
dm 12 B— 6 





log 28 = 5,57535 


28 = 376160 m* .-. S = 188080 m 
(*) Véase la nota del pie de la página 104, 
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19. Problema UI. —Resolver un triángulo rectángulo conociendo 
la hipotenusa y un cateto y calcular su superficie. 


Daros: a = 900,58 m IncóGNITAS: B, C,c, S 
b = 600,70 m 


Cálculo de B 


b _ 600,70 
sen B === —— 
a 900,58 
os ass | log/600,70 =2,77866 
do , 4 | log 900,58 = 2,95452 








log sen B = 1,82414 


1,82414 = log sen 41*50',28 


82410 — also B = 41? 50”, 28 
d=14 4- 028 
Cálculo de C 


Prácticamente CU =90—B = 90? — 41? 50',28 
80*50',100 


41550", 28 C = 487 09,72 
4809", 72 


Cálculo de e 





e=Ya4—=% =(4+D (a—0) = y 1501,28 x 299,88 
log 1501,28 + log 299,88 





qe 2 
20122 | log 1501,28 = 3,17634 
eo07o , log 299,88 = 3,17634 
.. 2 log c = 5,6 753 
2,8177 <> log 081,98 | tog e=2 8 7 
de el o = 681,98m 
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20. Problema IV.— Resolver un triángulo rectángulo y calcular 
su superficie, dados sus catetos. 


Datos: b = 1000 m 
c= 500m 


IncócNITAS: B, C, a, S 


Cálculo de B 


1000 
ygB= Ye ¿7 0 
ec 500 m 
030108 = logtg83'28 | logtgB =log2=0,80103 
0,29911 — tg 63* 201 cs 
O B 2 63 26' 


Cálculo de C 


Prácticamente C = 90 —B = 90 — 63” 26' 
C = 26” 34' 


Cálculo de a 


a =y 0 Fc =v 1000* + 500 = y 1000000 + 250 000 
a = y 1250000 = 500 152500 X 2,23607 = 1118,035 m 
Por logaritmos: utilizando el valor hallado para el ángulo B, se 
tiene: 
db 1000 
sen B sen 63" 26' 


log sen 63*20' w 105154 log 1000 = 3,00000 
63* 20” — 1,95116 


a6= 











d= 08 4— 38 log sen 63" 26” = 1,95154 
3,04845 = log 1118,05 logía = 3,04846 
sl AA a = 118,05 m 


Cálculo de S 


28 =b.c = 1000 m. 500 m = 500.000 m* 
S = 250 000 m* 
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A 
Aplicaciones: I. — Resolver el triángulo rectángulo BAC sabiendo que: 


19) a =150 m y B = 38* 40' 

R: C = 51*20';b =93,72m;c =117,12m; S = 5.488,24 mi 
29) a = 1600m y C = 56% 50' 

R: B = 33? 10'; b = 875,36 m; e = 1.339,36 m; S = 586.211,08 mi 
3%) a = 12.500 m y B = 58 50' 

R: C = 31*10'; b = 10.695,8 m; e = 6.469 m; S = 34.595.565 m* 
1% a = 123,75 m y B = 38% 10' 

R: Co. 51950" b = 79,57 m; e = 101,22 m; S = 4,027,03 m' 
8% a » 187,56 m y Co. 52” 18' 

R: Bo 37% 42; b = 114,71 m; o = 148,40 m; S = 8.511,48 mi 
8%) a = 557,85 m y B = 407 15' 

R: C >= 49% 45'; b = 360,44 m; e == 425,77 m; S = 76.732,26 mi 
Yo) a = 484,64 m y B == 56* 20 

R: C = 33 40'; hb = 403,35 m; e = 268,68 m; S = 54,182 m* 
5% a = 100 m y B = 36” 25' 40” 

R: C = 537 34' 20; b = 59,38 m; c = 80,46 m; S = 2.388,85 m0 
99) a = 127,64 m y C == 36" 30' 

R: B = 537 30'; b = 102,605 m; c == 75,924 mm; S = 3.895,10 mi 
10%) a = 234,58 m y B . 70* 45 

R: C = 19% 15'; b = 268,66 m; c = 93,82 10; S = 12.603,50 mi 
119) a = 785,43 m y B = 60* 25' 

R: C = 2935; hb = 638,05 m; c = 387,75 m; S = 13.243 mi 
139) a = 2000,50 m y B = 60* 15' 

R: C = 29" 45'; b = 1.736,85; e = 992,68; S = 862.060 mi 
13%) a = 12,20 m y B = 40* 20” 

R: C = 49% 40': b =7,89 m; c = 9,30 m; S = 36,71 m* 
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14%) a = 1.287,50 m y B = 56" 40" 
R: C = 33 20'; b = 1.075,70 m; e = 707,48 m; S = 379.650 mi 
15%) a =754,25 m y C «377 34' 
R: B = 52% 56'; b = 597,85 m; c == 459,86 m; S = 137,405 m* 
16%) a = 258,75 m y B = 66* 12 15” 
R: C = 23 47' 45”; b = 236,76 m; e = 104,40 m; S = 12.358,50 m* 
17%) a = 2.877,88 m y B = 40% 13' 15” 
R: C = 49% 46' 45; b = 1.858,23 m; c = 2.197,53 m; S = 4.088.516 m* 
189) b = 100m y B = 43? 20': 
R: C == 46 40'; a = 45,712m; c = 105,99 m; S = 5299,5 m* 
199) h = 250 m y C .= 20% 20” 
R: B = 60% 40'; a —= 266,61 m; e = 92,64 m; S »= 11.580 m* 
40%) € = 175,84 m y C == 319 30' 
R: B = 58 30'; a = 336.535 m; b = 286,95 m; S = 25.228,44 m* 
317) b = 189,905 m y C == 35" 45' 
R: B = 54% 15'; a = 234,05 m; c = 136,75 m; S = 12.987,83 m* 
2329) b == 600 y C = 62% 15 
R: B = 27% 45'; a == 1.288,60 m; c »= 1.140,40 m; S = 342 120 m* 
13") b = 1.718,20 m y B == 63” 15' 20” 
R: C = 26% 44' 40; a = 1,924,11 m; e = 865,805 m; S = 743 827,57 m* 
19) e = 180,75m y C == 52% 07' 12” 
R: B = 37% 52 48”; a = 229 m; b = 140,61 m; S = 12.707,50 m* 
15%) bh = 27,836 Km y C = 53” 12' 20” 
R: B = 36% 47' 40"; a = 46,48 Km; e =37,22Km; S = 518,0279 Km* 
26%) bh = 1.207,50 m y Bu 54” 43' 40" 
R: C = 35* 16' 20; a = 1.479,03 m; ec =854,02 m; S = 515.614,57 m* 
270 ho 407,85 m y B = 037 27' 53” 
KR: Com 26 3207”; a = 455,87 m; e = 203,66 m; S = 41.531,36 m' 
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te) a =130m y b= 20m 

R: B = 677 22/48; C = 227 37' 12; e = 50m; S = 3.000 m* 
299) a =750m y ec = 800 m 

R: B = 36% 52 12%, C = 53%07' 48%; b = 450 m; S = 135.000 m* 
309) a = 137,60 m y e = 88,46 m 

R: Bos 49% 54 36%, O = 40% 00' 24"; b = 105,39 m; S = 4.661,40 m? 
31%) a =6031,57 m y b = 487.65 m 

R: b = 50% 13; C = 39% 47'; c = 405,98 m; S = 98.988,07 m? 


$2) a = 1.755,40 m y db = 06 





ki: bo= 33% 1340, € = 56% 46' 20%; e = 1.471,50 m; S = 2.294.150 m2 
339 u = 76,48 m y hb = 400,50 m 

Ki: 15 = 36% 13/03 € = 53 4156; e = 545,15 m; S = 64.058,15 11? 
349 a = 17.500 m y b = 10.250 m 
R: lb - 3551101; C = 54% 08' 50"; e = 14,184 m; S = 72.695.000 n.* 





35%) a = 1.300 m y b = 500m 
KR: B = 22" 37137; C = 67* 22 47; e = 1,200 m; S = 300.000 ma 
30%) a = 2.487,76 m y hb = 1.008,75 m 
K: B =23" 55' 19; O =66* 04' 41”; € = 2.274,08 m; S =1.146.989,10 ma 
37%) a = 473,55 m y c = 396,27 m 
R: C = 55% 54; B = 34*06; b = 268,29 m; S = 53.158,54 m* 
38%) b =50m y e = 120m 
R: B = 22? 37' 12"; C = 67? 22' 48"; a = 130 m; S = 3.000 m* 
399) b = 144 m y c = 108m 
R: Li = 53% 07'48"; O = 36 5212"; a = 180 m; S = 7.776 m* 
40%) b =15 Km y c = 112Km 
R: B = 7%37'41%; C = 82* 2319"; a = 113 Km; S = 840 Km! 
419) b = 4.000 m y c = 3.000 m 
R: B = 53% 07' 48"; C = 36” 52 12"; a = 5.000 m; S = 6.000.000 mi 
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429) b =358m y c = 400m. 
R: B = 41% 49 41; C = 48" 10' 19"; a = 535,62 m; S = 71.600 m* 


439) | =157,4m y e = 100m 
KR: B = 5734 167; C = 32% 25' 44”; a = 186,47 m; S = 7.870 m* 


449) b =600m y c = 850,18 m 
R: B = 3512 42; O = 51 4718"; a = 1.040,58 m; S = 255.054 m' 


45%) b = 237,58 m y c = 391,15 m 
R: B = 36% 06/56"; C = 53* 53' 04; a = 487,90 m; S = 56.674,83 m' 


46%) db = 1.217,50 m y c = 981,68 m 
R: B = 510207”; C=38" 57' 53, a=1.265,47 m; S == 5.994.239,50 m' 


47) b=3myc=4m 
R: B = 30% 5212; C = 530748"; a =5m; S =6m 


489) b = 4.567,80 m y c = 2.894,70 m 

R: B »= 573811" C = 32? 21' 49”; a =5.407,87 m; S = 6.611.205,33 ma 
49%) b = 1.475,60 m y c = 2.496,40 m 

R: B=30* 35' 14"; O =59* 24' 46”; a = 2.899,80 m; S =1.841.843,92 m* 


809) 6 =7.423m y c = 5.571 m 
R: B == 53% 07' 48”; O = 36% 52 12"; a = 9.285; S = 20.690.694 m* 
IL. — Calcular los ángulos de un triángulo isósceles sabiendo que los lados iguales 
som de 184,75 m y la base es de 304 m. 
R: A = 110 43' 06"; B = 34* 38' 27"; C = 34* 38' 27" 
IL. — Hallar la superficie de un rectángulo cuya base es de 17 m y la diagon:.! 


forma con ella un ángulo de 28* 30'15". 
R: S = 156,91 m* 


IV.— Idem sabiendo que la diagonal es de 388,75 m y forma con la base un ángulo 
de 32* 18' 40”. 
R: S = 68.272,69 m* 


V. — Hallar la superficie de un rombo sabiendo que su lado es de 58 m y uno de 


sus ángulos de 70% 17' 18”, 
R: S = 3.160,92 m* 
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VI. — Idem sabiendo que una de ¿us diagonales e de 77,83 m y uno de los ángulia 
opuestos a ella es de 100% 13' 40”, 


R: 3 = 2.531,03 m? 


VII. — Hallar la superficie de un trapecio rectángulo saties du que sus buses sun 


de 12 m y 8,5 m respectivamente y que el lado ovizcuo forma com la base mayor ur 
ángulo de 43" 45' 28". 


R: 5 = 34,34 m* 
VIII. — [dem sabiendo que la base mayor es de 600 m, el ladu oblicuo de 400 Y 
sl ángulo comprernuido entre ellos de 65" 12' 43”. 
R: S = 137.439,87 m 


IX. — Hallar la superficie de un trapecio isósceles sabiendo que sus bases son de 


100 m y 450 m respectivamente y que los lados 1guules fo man con la base menur 
ángulos de 120* 12' 20”. 


R: S = 82.665 m? 
X. — Idem sabiendo que la altura es de 15 m, la baze menor de 20 m y los lados 
iguales forman con la base mayor ángulos de 70" 36' 36”, 
R: S = 379,2750 m* 
XI. — Calcular la superficie de un paralelogramo sabiendo que dos de sus lados 


sonsecutivos tienen longitudes de 47 m y 96 m respectivamente y que el ángulo com- 
prendido entre ellos es de 57" 40'15", 


R: S = 4.623,88 m* 


XII. — Calcular la superficie de un triángulo isósceles de 151 m de base sabiendo 
que el ángulo opuesto a ella es 105" 12' 40”. 


R: 8 = 4.472,02 m' 


17) 


CAPITULO Vi 


PROYECCIONES SOBRE UN EJE 


PaoaraMa. — Proyecciones sobre un ejo. Vitor de la proyección de un segmento sobre 
un eje y de la resultants de una poligonal. Funciones trigonométricas de la suma 
y de la diferencia de dos ángulos. Aplicaciones. 


20-a. Proyecciones sobre un eje. —Sea AB un segmento 
orientado, es decir, cuyo primer punto A es el origen y el último B 
el extremo del mis1o, y XX” un eje coplanar con AB, 

Representaremos al xegmento orientado AB escribiendo primero 
Ñu origen y a coniuzuación su extremo, y con AB al segmento no 
orientado que tieué ¡or extremos a A y B. 

Se llama proyección de un segmento AB sobre un eje XX” al 
segmento A'B” que tiene por origen y extremo a las proyecciones 
del origen y del extremo, respectivamente, del segmento dado AB. 





Bo B 
MN A 
IN A == 8 
ME PE PA? 
1] 
xl ! | a Y ela 2... 
SFE TD ZE > AX BABA 


Noración. — Pr0Y. yy. AB significa proyección de AB sobre el 
eje XX”. 

OnservAcIiÓN. — La proyección de un segmento AB sobre un eje 
XX' es otro segmento orientado, excepto cuando es perpendicular al 
eje en cuyo caso se reduce a un punto, y dicha proyección nunca es 
mayor que el segmento, 
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20-b. Valor de la proyección de un segmento sobre un eje. — 
El teorema que sigue permitirá calenlar la proyección de un seg- 
mento orientado, en función de la longitud del mismo y del ángulo 
positivo que forma la semirrecta que tiene por origen al del seg- 
mento y es paralela al semieje positivo de proyección, con la semi- 
recta, de ese mismo origen, que contiene al segmento. Dicho ángulo 
se denomina ángulo de dirección del segmento con respecto a ese eje, 


EsempPLo. — En la figura del teorema que sigue, a es el ángulo 
de dirección del segmento AB con respecto al eje XX”. 


Trorema. — La proyección de un segmento sobre un eje es igual 
al producto del segmento por el coseno de su ángulo de dirección, 
con respecto a ese eje. 


Hir.) AB, XX' eje de proyección 
a ángulo de dirección de AB con XX”. 





ol o 
| a AL SS : 
CN a , SS 
ARA | 2 | | 
h | ! | Na 
2" <a Le ¡CI A: Xx 
A B A A a 5 


Tesis) Proy. yy, AB = AB. cog a. 
DemosT.) Sea A'B' la proyección de AB sobre XX”. Llamando 


— 
C al punto de intersección de BB” con la AX || XX”, se tiene por 
definición de coseno: 


dá A SÉ a OE a 
med AB AB 
pero AC = A'B' = pr0Y. yy, AB 


luego Proy.x y de AB = AB. cos a | 
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ObservAcIiÓN. — El signo de la proyección de AB es el del coseno 
de a, o sea que a es positivo en el primero y cuarto cuadrantes, y 
negativo en el segundo y tercero, y como AB es siempre positivo 
resulta que la expresión anterior da también el signo de la proyección 


EJEMPLOS. 


Si AB =10m y a=60 es 
A'B' = 10m X cos 60 =10m05 =5m 


Si AB =100m y a=150 es 
A'B' = 100 m X cos 150” . 100 m (— 0,8660) = —- 86,60 m 
Si AB =1m y «=200%20' es 


A'B” = 1 m cos 200% 20” .. 1 m (—0,9377) =—0,9377 m 


Si AB =20m y «a =310%40' es 


A'B' = 20 m cos 310? 40” = 20 m 0,6517 + 13,034 m 


si 


> 


AB =25m y a=090" es 
A'B' = 25mc0890” =25mX0=0 


Si AB =175m y a= 180% es 
A'B' = 17,5 m cog 180% = 17,5 m (— 1) = — 17,5 m 


S: ÁB =948m y 2 =270" es 
A'B' = 948 m cos 270” =918m Xx 0 =0 


DerinicióN. — Se llama poligonal a la figura formada por dos o 
más segmentos, dados en un cierto orden, y en forma tal que el ex 
tremo de cada uno es el origen del que le sigue cn ese orden. 


130 — 


EJimeto: 





El origen del primer segmento y el extremo del último se deno 
minan origen y extremo, respectivamente, de la poligonal. El seg 
mento determinado por esos puntos se llama resultante de la poli 
gonal, y los demás segmentos, componentes de la misma, Cuando éstos 
son segmentos orientados, la poligonal se llama orientada o dirigida. 


Esemrzo AD es la resultante de la poligonal dirigida ABCD y 
AB, BC y CD las componentes. 
EJ es la resultante de la poligonal dirigida EFGHIJ y 
EF, FG, GH, Hl y IJ las componentes. 


DerIN1iciÓN, — Se llama proyección, sobre un eje, de una poligonal 
orientada, a la suma de las proyecciones de sus componentes sobre 
ese eje, 


EJEMPLO: 
Pr0f y yo ABCD = PTY yy AB+ PTY y yo BC + Pr0Y y yo CD=A'D”. 


Si observamos que A'D' es la E 
proyección de la resultante AD 
de la poligonal, resulta que la B 
proyección de esta resultante es 
igual a la de la poligonal. 

Lo observado en este ejemplo, 
en el que las proyecciones de las X"_/ 
componentes han resultado ser ' A' 






a) 





x 
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¡egmentos consecutivos positivos, es completamente general y pue- 
de demostrarse muy “ácilmente aceptando el siguiente teorema de 


CHasLEs-MóBrus. — Dados sobre un eje, en un cierto orden, varios 
segmentos orientados, y tules que el extremo de cada uno coincida 
von el origen del que le sigue, y el extremo del último sea el origen 
del primero, la suma de los mismos es igual a cero. 


Xx x 
B CA D E 


EJEMPLO. AB + BC+CD+DE+EA =0 





20-c. Teorema. — La proyección sobre un eje, de una poligonal 
orientada, es igual a la proyección de la resultante sobre ese eje. 


Hip.) 
Pulg BCDE, eje XX”. 


Trs18) 
Proy y y polg ABCDE = 
=PTr0Y yg, AE 





DemosrT.) Llamando A”, B', C', D' y E' a las proyecciones so- 
bre XX”, de A, B, C, D y E respectivamente, tendríamos 


Pr0Y yx, AB = A'B' 
Pr0Y y y BC = B'C' 
Pr0Y y y CD = C'D' 
Pr0Y xy DE = D'E' 





Sumando m. a m. 


Pr0Y ¿y AB+Pr0y y y BO+... + PT0Y yy DE = A'B'+B'C! +0'D'4D'E” 
(1 


y 60mo 
ProY yx. AB + Pr0Y yy. BC + Pr0Y yy CD + Proyzy, DE = 


= Proy yy. polg. ABCDE por def. [2] 

y AB'+B'C'+C'D'+D'E'+E'A'=0 por la relac. Charles-Móbius 

es AB+B'C'+0'D'+D'E'=—E'A'=A'E' =Proy AE [8] 
Reemplazando [2] y [3] en [1] da: 


Pr0Y xx» Polg. ABCDE = Proyzy. AE 








20-d. Valor de la proyección de la resultante de una poli- 
gonal sobre un eje. — Teorema, — El valor de la proyección so 
bre un eje de la resultante de una poligonal, es igual a la suma de 
los productos de cada una de sus componentes por el coseno del 
respectivo ángulo de direc- 
ción con respecto a ese eje. 


Hip.) Polg ABCDE, 


XX' eje de proyec- 
ción. Xx 





«, B, y, 3 ángs. de direc. de AB, BC, CD y DE con respecto a XX”. 
Tes1s) Proy ¿q AB =AB cos a +BC cos P+D cos y +DE cos 3. 


Demosr.) Siendo Proy y y, AE =Pro0y y y, polg ABCDE por el teorema 
anterior es 


Pr0Y y y: AE =0D10Y y y, AB 4 Pr0Y y go BO +H Pr0Y y yo CD + Proy y y. DE 
por def. 


Y teniendo en cuenta el valor de la proyección de un segmento 
sobre un eje (n*20b), resulta: 


Proyxx' polg. ABCDE =AB.cos a+BC.cos ¿+CD.cos y +DE.cos 3 
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APLICACIÓN. — Calcular con los datos del croquis la proyección 
“Y de la poligonal ABCD sobre el 
eje YY”, 


DS Proy yy ABCD = AB.cosa + 
+BC.cos 6 + CD. cos y. 
= 53 m.cos53"10' + 


+ 80m. cos 40? + 
+ 112 m.cos 302? 30" 


y como cos 302%30' = 
= cos (360% — 302? 30) = 
= (08 E7% 30" es 





Pr0Y y y ABCD = 53 m. 0,5995 + 80 m X 0,7660 + 112 X 0,5373 
2 31,7735 m + 61,28 m + 60,1776 m = 153,2311 m. 


21-a. Funciones trigonométricas de la suma de dos ángulos. 
— Puede comprobarse que la función seno no es distributiva con 
respecto a la suma, vale decir, que el seno de la suma de dos ángu- 
los no es igual a la suma de los senos de los mismos. Así, por 
ejemplo: siendo 90% = 60% + 30 es 


sen 90? = sen (60% + 30%) + sen 60? + sen 30? puesto que sen 90? =1, 
S 0.3847 
y sen 60” + sen 30” = 12 + 750,866 + 0,5 = 1,366 +1 
Tampoco lo son las demás funciones trigonométricas. Veremos 
como se debe proceder para hallar las funciones trigonométricas de 


la suma de dos ángulos cuando se conocen las de dichos ángulos. 
Comenzaremos por el 


Seno de la suma de dos ángulos. — Teorema. — El seno de la 
suma de dos ángulos es igual al seno del primero por el coseno del 


14 — 


segundo más el coseno del pri- 
mero por el seno del segundo. 


Hir.) 28 


TesIs) sen (a + B) = 
= sen a.cosf + cos a.senf 





DeEmosT.) Supongamos, para ee 
fijar ideas, que a y P sean án- q 
gulos del primer cuadrante, así 
como también la suma (a+ PB). 





Se A A 
Si XOX, = «a y X,¡0M = f es consecutivo de «es XOM =a +8 
y pertenece al primer cuadrante por lo supuesto. 


Tomando OM sobre OM y trazando MP ¡ XX”, MN ¡ OX, 


resulta: sen (a + B)= 2 [1] por definición de seno. 
M 


Tratemos de expresar en otra forma el numerador PM de [1]. 
Observemos para ello que PM es la resultante de la poligonal 
PONM. Proyectándola sobre el eje de las ies, tenemos : 


Proy y y: PM =Proy y y, PO+ Pr0Y y y, ON + Proy y y, NM por teor. ant 


pero Pr0Y yy PM=0Q =MP por ser MP || YY”, y los ángulos 
de dirección de PO, ON y NM son respectivamente 90%, (270? + a) 
y a respectivamente; por lo tanto se tiene: 


MP = PO.cos 90 + ON.cos (270 + a) + NM.cos a 


y como cos90 =0 ; cos (270% + a) = sen [(270%+ a) + 90%] == 
= sen (360 + a) = sena (nos 6-f y 6-h) 
resulta 


MP =PO Xx 0 + ON. sen a + NM.coso=sen a. ON + cos a. NA 
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Reemplazando este valor en [1], da: 


sena. ON +cosa. NM 











sen (a + $) = _—__——_ E 
OM 

ON NM 

= 8en a. —— +(08 4 — 

OM OM 


Considerando el ángulo f referido 
a los ejes X, OY,, cuyo semieje po- 
sitivo de las abscisas es el lado ori- 
gen OX; de f, resulta : 


ON =(08P y Xx 


ER 
E = sen f por definición Y 


sen (a + Q) = sen a . cos B + cos a. sen $ | 
o 





elg el 


luego 


Nora, — La fórmula obtenida para sen (a +$) es completamen- 
te general, pues cualesquiera que sean los ángulos a y B existe, 
siempre, la poligonal PONM cuya proyección sobre YY” nos conduce 
a esa fórmula, 

21-b. Coseno de la suma de dos ángulos. — El coseno de 
la suma de dos ángulos es igual al producto de los cosenos de esos 
E ángulos menos el producto 
-- de los senos de los mismos. 


Hip.) «ab 


eS Tesis) cos (a + f) = 
e = (08 4. .C08 ( — sen a . sen $ 







x Xx DemosT.) Supongamos, 
ÓN para fijar ideas, que a y f 

sean ángulos del primer cua- 
A drante así como también la 
SN Se suma (a + B). 
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LA ÑN 
Si XO0X,=a y Xi0M= B es consecutivo de a, es 
n 
XOM =0-+f$ y pertenece al primer cuadrante por lo supuesto, 


— 
Tomando un punto M cualquiera de OM y trazando por él 
MP ¡XX y MN 1 OX,, resulta: 


cos (a + Q) = 7 [1] por definición de coseno. 


Tratemos de expresar en otra forma el numerador de [1]. Ob- 
servemos que OP es la resultante de la poligonal ONMP. Proyee- 
tándola sobre el eje de las equis, tenemos: 


Pr0Y yy, OP =Pr0y yy, ON + ProY yz, NM + ProY yz. MP por def 
ant. (pág. 131). 


Como Pr0Y zz, OP =0P y los ángulos de dirección de ON, NM 
y MP son, respectivamente, a, (90 + a) y 2707, se tiene: 


OP = ON. cos « + NM. cos (90% + a) + MP. cos 270% 
y como cos (90? -+ a) = — sen a (n* 6-£) y cos 270% = 0, resulta: 


OP =0N.cos « + NM (— sen a) + MP.0 =0N.cos a — NM. sen u 


Reemplazando este valor de OP en [1], da: 


ON..cos a— NM. sen q 0% ON NM 


08%. —=> — Sen 4a.—= 


OM OM M 








cos (a + ) = 


Considerando el ángulo f referido al sistema de ejes X, OY,, cuyo 
semieje positivo de las abscisas es el lado origen OX, de f, resulta : 


ON. =c08f y ¿UE = 8€ por definición 
OM OM. y 


EA 


luego | cos (a + 8) = (08 a. C08 $ — gen a. sen B | 
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Nora. — La fórmula obtenida para el coseno de la suma de dos 
ángulos es completamente general, pues cualesquiera que sean los 
ángulos dados, existe siempre la poligonal ONMP cuya proyección 
sobre XX” nos conduce a esa fórmula. 


22-a. Tangente de la suma de dos ángulos. — TE0OREMA. — 
La tangente de la suma de dos ángulos es igual a la tangente del 
primero más la del segundo dividido por la diferencia entre uno 
y el producto de esas tangentes. 


tga+ tg 


7 t = 
Hir.) «y f Tesis) tg(a +6) tai 


: sen (a +) poruna relación 
Demosr.) Siendo tg (a + fp) = == P 
) Siendo tg (a + P) nr fund. 


eta. sen a.cos $ + cos q.sen Y 


cos a.cos f — sen a.sen Q 


Dividiendo el numerador y el denominador de la fracción del se- 
gundo miembro por cos a cos f, resulta: 





sen a cos Q cos a. sen Y 
Cos a COS COS a C08 
tg(a+p) == £osacosH _ cosacosg_ 

cosacosB _ senasenf 
cos a cos Y cos a cos Y 

simplif. y teniendo en cuenta que id tga y E té 

cos a cos Y 

resulta tg (a + B) = Mar top 

1—iga.tgR 





tg 60? + tg 45% A N3H1 - 
1—tg 60" tg 45%  1—vY3 


QEED ni 4243 044 ais 


EysempLo tg (60% + 45%) = 
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22-b. Cotangente de la suma de dos ángulos. — CoROLARIO 
La cotangente de la suma de dos ángulos es igual a la diferencia 
entre el producto de las cotangentes de esos ángulos y el número 


1, dividida por la suma de esas cotangentes. 


cotg a. .cotg p—1 


En símbolos: cof +B)= 
pa cotg a + cotg 




















yo .t 
En efecto: Siendo cotg (a + f) = te E Mia 
tg (a +) ta+tR 
1 1 
y tga = y tb= > reemplazando, resulta: 
cotg cotg P 
1 1 1 cotg a.cotg p — 1 
tg a cot tg a. cot 
at cotga  cotgB sy cotg a. cotg $ 
1 1 cotg f + cotg « 
cotg a cotg cotg a . cotg 


cotg a .cotyp—1 | 


implificando cotg (a + B) = 
q. lolas cotg a. + cotg f 


cotg 30? . cotg 45” — 1 5 


EsempLo. — cotg (30% + 45%) = 
cotg 30? + cotg 45" 





V3.1-1_vY3-1_. 2 
E - is 


23-a. Funciones trigonométricas de la diferencia de dos 
ángulos. — SENO DE LA DIFERENCIA, — COROLARIO. — El seno de la 
diferencia de dos ángulos es igual al seno del primero por el coseno 
del segundo menos el coseno del primero por el seno del segundo. 


En símbolos: [sen (a— f) = sen a.cos f — cos q.sen Y | 
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Como (a—$) = a+ (—$) y la expresión del seno de la suma 
de dos ángulos es válida cualesquiera que sean los ángulos a y B, 
se tiene: 


sen (a — 8) = sen [a + (— 8)] = 


= sen a .cos (— $) + cos a. sen (— B) 


Pero como los cosenos de dos ángulos 
ignales en valor absoluto y de signo 
contrario son iguales y los senos de 
esos ángulos son los números contra- 
LY rios (n? 6-d), resulta: 











cos (—B) =+c088 ; sen (EP) =—seng luego 
sen (a— B) = sen a.cos B + cos a sen B) o también 
sen (a — B) = sen a .Cos $ — cos a. sen B 
COSENO DE LA DIFERENCIA, — COROLARIO. — El coseno de la dife- 


rencia de dos ángulos es igual al producto de los cosenos de los mis- 
mos más el producto de los senos. 


En símbolos: cos (4 — 8) = cos a.cos B + sen a.sen B |] 
A e ci O 


Procediendo en forma análoga, resulta : 





cos (a — P) = cos [a + (E 8)] = cos a..cos (— $) — sen a. sen =p», 


y teniendo en cuenta lo dicho respecto del seno y del coseno de dos 
ángulos iguales en valor absoluto y de signo contrario, se tiene: 


cos («— P) = Cog a . cos f — sen a (— sen P) 


cos (a— $) = Cos a..cos $ + sen a. sen B 


ExmpLos: cos (50 — 10%) = cos 50". cos 10%-+sen 50". sen 10* 
cos (840? — 10009) = cos 840". cos 1000” +sen 840”. sen 1000 
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TANGENTE DE LA DIFERENCIA. — COROLARIO. — La tangente de la 
diferencia de dos ángulos, es igual a la tangente del primero, menos la 
del segundo, dividido por la suma entre uno y el producto de esas 
tangentes. 


ta—tgR 


: ty (a— B) = 
En símbolos y (a— P) LE 





En efecto: siendo tg (a — $) = tg [a + (— B)] 


OPE) 
LM A 


pero como tg(—(f) =—tgf por ser 
ángulos simétricos (n* 6-d) 








tya—tb 


resulta tg (a— P) = 1402.08 





0 gge 19135" — tg 60%__ 1-43 
EyempLo. — tg (135 Jo. 1 + 1g 135>. lg 60% 1—4/3 
—U+ VD U+VD) 142343 


=2+43 
—2 2 





COTANGENTE DE LA DIFERENCIA. — COROLARIO. — La colamgente de 
la diferencia de dos ángulos, es igual a menos el producto de las co- 
tangentes de dichos ángulos más uno, dividido por la diferencia de 
esas cotangentes. 


cotg xa .cotg fp +1 


En símbolos: cotg (a— P) =-— 0 col d 
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En efecto: procediendo como en los casos anteriores, se tiene: 


cotg (a— 8) = cota la + (gy > ELA cota BL 
cotg a + cotg (— B) 


y como las cotangentes de ángulos simétricos son iguales y de signo 
voutrario, resulta: ss 


pla ER BRL 


cutg a — cotg Y 

_ Cotg acotgp+1 

colg « — cotg B 
colg (45 — 30) == — 209 45. cotg30 41 __ 1.4341 
cotg 45% — cotg 30% 1/3 


A 
13 


y también  cotg (a — B) = 





3+2/3+1 
2 dla 


Aplicaciones: 1. — Hallar la proyección del segmento AB sobre el eje XX” cono 
siendo su longitud y eu ángulo de dirección en los casos siguientes: 


a) lUmy 30% R: 8,66 m 
6) 1my 60* R: 0,50 m 
e) V2m y 45* R: ii m 
d) 100 m y 180* R: —100 m 
e) 20m y 360* R: o m 
N 13m y 120* R:— 6,50 im 
1 10 3m y 150* R:— 16 

A) 8 V2m y 135* R:— 8 m 
1) 1004 21m y 225* R:—100 m 
D 16V 2m y 315* R: 1,50 m 


(Empléese el valor exacto del coseno del ángulo de dirección del segmento cuan 
do sea conveniente). 
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hb) 125,83 m y 64*01' 20” R. 65,116 m 


D 273m y 100* 12' 15” R:— 48,362 m 
m) 485,78m y 200* 15' 25” R:— 455,75 m 
m) 1856,76 m y 304” 14' 20” R: 1.044,66 m 


(Empléense logaritmos y trubájese con el valor absolute del coseno del áugulo 
de dirección del segmento). 


IL. — Calcular la proyección de la poligonal ABCDE sobre el eje XX" para los 
siguientes valores de sus componentes y sus respectivos úngulos de dirección 


a) AB=100 m, a=50%; BC =200m, $ =40%; CD =120m, y = 310 y 


DE = 250m y 3 =0* R: 514,62 w 
AB =10m,a = 120% BC = 18m, 8 = 30,CD =30m,y =0'y LE =6m, 
d=270* K: 40,59 1o 
e) AB =287,59m, a =36*42'; BC = 580,75 m, $ =12634' CD = 200 m, 
y = 200" 15' y DE = 100 m; 3 = 4012 R: — 226,66 1 
d) AB =2000m, a =90% BC = 5500m, $ =48*50'16" CD=  400n, 
y = 243" 20' 30"; DE = 3000 m, 3 = — 50” 20' 40" R: 7.315,60 n 
e) AB=450m, a=5545'; BC =6628/40m, f=175"; CD =80m, 
y = 298* 54/36"; DE = 187,15 m, 3 = 42% 40' 18" R: 152,04 m 


TH. — Hallar el seno, el coseno, la tangente y la cotangente de la suma y de 
3 5 
la diferencia de los ángulos a y E sabiendo que: a) ema = 5, cb y Y 


y B son del primer cuadrante (*): 
63 16. 63 16. 33 56 33 56 


RilEl;—_ — a €. ol ¡$ it ada: $ ca —=— 
65 65" 16” 63* 6565” 56” 33 


4 12 
d) ema — 55 cos B ETA y a es del tercer cuadrante y f del primero: 
63 16 63 16 33 56 33 586 
Ri —=—i=—> =>; a ; 


05 05 16 63 05 65 ' 56' 83 





(0) Las soluciones se dan para cada caso en el siguiente orden: sem, cos, to y coto de 


63 to 
e +1 y «—5 respectivamente. Así para el 6) se tieno: sen (a + 8) = ¿q 0% (a —$) - ha 
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s y 





9) sóma = —-—-; seenf=— e y umbos sum del lercer cuiurinte: 
17 25 
416 87 A A 87 304 27 304 297 
E A Tor” 7 Y 
dl 40 


d) cosa = E y cosp= y y ambos son del cuartu cuadrante: 


1023 f 





1023 64 897 496 897 496 





; ; 


64 1023 


Tos 1025 * 1025 496 897 





1 4 
8) cosa == TE senf 5 y ambos son del segundo cuadrante: 


R: 224 27 224 207 136 277 136 zr1 
: as ; ; e : pee: 


305” 305 ' 207 ' 224” 305 ' 805 277 186 





IV. —- Hallar la tangente y la cotangente de a + $ sabiendo que (*): 





56 hi 738136 207 22 
A A “30 273 * a 27 
1 5 9 17 19 3 
Daz, 0otp= A iS 
5 2 
O oa — 98 — 
2 W7 
2(17+ 15) Vas—a  2(w15- WT) 3544 
R: — ; — — 
V35—4 CATE NÓ) 135 +4 "205 w7) 
e Tyco — 15 y 2, 2708 AA 2588 
ii at 12 27937 424? 2583 1144 
1 4 
diga =2 y cog Bm R: E 


(**) V. — Hallar los valores exactos de las funciones trigonométricas de; a) 76"; 
D) 18”; c) 105*; d) 135"; e) 210" en base a los valores exactos de las funciones trigono- 
métricas de 30%, 45”, 60, 90” y 180”. (Téngase presente que 75% = = 30% + 45; 
15* = 45" — 30", etc.). 


(%) Los primeros valores corresponden a (g y cotg de a+$ y los últimos a lg y cota ab. 
(4%) Las soluciones se dan en este orden: sen; 60s; tg; colg; see y coses. 
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2d E ¡si ¡A 





A TEE E 














ua 
b) 15* y AA, SEE 1235243 V6—V2;V8+V72 
e) 105" 
Re MESA, SEE. VET 2240) 1847 
0 135 5 A 

2 2 

A CA Va v3 Ea 
e) 210* R: q ¡V3;— ¡2 


VI. — Verificar, aplicando las fórmulas relativas a las funciones trigonométricas 
de la suma de dos ángulos, que: a) sen (90% + a) = cos a; b) cos (90% — a) = sena 
€) sen(180* + a) =— sen a; d) cos(180— a) =— cos a; e) cos(90% + a) == — sen a; 


VIL. — Expresar como funciones de un solo ángulo las expresiones siguientes: 


a) sen 2 acos a + cos 2 a sen a R: senda 
D) cos 3 x cos x— sen 3 x sen x R:  cos4z 
€) sen 40? cos 78 — cos 40” sen 78* R: —aen 38* 
d) cos 55” cos 35? — sen 55" sen 35" R:  cos90* 
8) cos 120? cos 40? + sen 120" sen 40% R: cos 80* 
ty212+t3x 
_——_—_— R: 6 
h 1—i21t3zx qe 
cotg acotg2a +1 
€QqÉÓX—X2_ A R: 
n colg a— cotg 2 a da 


(Ténganse presentes las funciones de la suma o diferencia de dos ángulos). 


VIH. — Hallar el ángulo agudo o recto, z, sabiendo que: 


8) sen 27 co8 x +08 2x sen x= sen 60* R: 1-20” 


Dd) sen 22 cos z—cos 2 x sen zx == 1 R:s =-90* 
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€) cvs 3z.cos z + sen 3 z sen zx = sen 120” R:z=-16 


d) cos 21c08 31 + sen 2zsen3x = cos (— 40% R: z - 407 


1X. — Hallar las funciones trigonométricas de la suma de tres ár gulos en función 
de tax de dichos ángulos. (Téngunse presente que a+B+7=(a+B+1) 
apliquense las fórmulas conocidas para la suma de dos ángulos). 
R: sen (a + $ + y) = sen acos $ cos y + cos asen f cos y + cos a cos Been y — 
— sen a sen f sen y 
eos (a + $ + y) = cos a cos $ cos y — sen asen $ cos y — sen a cos $ sen y — 
— Cos a sen p sen y 
tga+tgB+ter—tga.tgB.tgr 


tela+p4+ y) - 
á A l—tg0tgp—tgatgr—taBtgr 





cotg . acotg $. cotg y — cotg a — cotg f — cotg y 
cotg a cotg f + cotg a cotg y + cotg B cotg y — 1 





cotg (a + P +1) = 


X —Probar que se verifican las identidades siguientes: 
sen (30% + a) + cos (60% + a) = cos a 

b) sen (60% + a) — sen (60 — a) = sena 

€) cos (30% + a) — cos (30 — a) =» — sena 


d) cos (a + P) cos (a— B) = cos? a— sen* P 


6) sen (a + B) sen (a — B) = sen? a — sen? B 
ty (a + B)—t98 
1 +49 (a +8) t9B 

2 sen (a + P) 

cos (a + B) + cos (a — $) 

h) cos (45% + a) + sen (a — 45%) m= 0 

í) cos m a.cos (m— 1) a + sen m a sen (m— 1) a = c0s3e 

cos 30% cos 15% — sen 30% sen 15% 

sen 30% cos 15% + sen 159 cos 30% — 


0) =tga 


0) =iga+tp 


e) 





46 —= 


CAPITULO va 


MULTIPLICACION Y DIVISION DE ANGULOS 


Prooza Ma, — Funciones trigonométricas del duplo de un ángulo. Funciones trigo 
numétricas de un ángu'o en función del ángulo mitad. Ejercicios. 


24-a. Funciones trigonométricas del duplo de un ángulo. — 


CoroLario 1.— El seno del duplo de un ángulo es igual al duplo 
del producto del seno de ese ángulo por el coseno del mismo. 


En símbolos: sen 2x = 2 sen a cos a 
Siendo 2a =a+a0, por sen de la suma de dos ángulos 


es sn2a = sen (a + a) = sen «cos a + cos a sen a 





luego sen 2 2 = 2 sen a cos 2| 





EreuprLos: sen 2.30% = 2 sen 80? c9s 80? 
sen 60% = sen 2.30% = 2 sen 30? cos 3U" - 


e L, 5  , 
2. 2 2 


=4. 





voroLario 11. — El coseno del duplo de un ángulo es igual a la 
diferencia entre el cuadrado del coseno y el del seno de ese ángulo 


En símbolos: cs22=c0*«—senia, 
Procediendo análogamente, se tiene: por cos de la suma de 2 ángs 


c0s2 2 =c0s (2 + a) = 095 a4.cOs a — sen a sen a 


de donde cos 2 a = cost a— sen? a 
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Ejemplos : cos (2.1039) = cos? 103” — sen? 103? 
cos 320% = cos (2. 160%) = cos? 160? — sen? 160", 

CoroLario 111. — La tangente del duplo de un ángulo es igual al 
duvlo de la tanaente del mismo dividido por la diferencia entre uno 
y el cuadrado de esa tangente, 
2 
En símbolos: tg2a = E 
l—igf a 


tga+tga  portg dela su- 


En efecto: tg2a =tg (a+a)= 19249 madedosáng 








luego g2a = 2tga 
1—tg a 
o 
EJEMPLO. tg 60% = 192.30” = 2 tg 30 A 
1 — tg? 3u 
En 2 nn 
ES dy 
1 2 y 
l1== A 
3 3 


Coro.arto 1V, — La cotangente del duvlo de un ángulo es igual a 
la diferencia entre el cuadrado de la cotangente de dicho ángulo y 
uno, dividido por el duplo de esa cotangente. 

2g—1 
En símbolos: cotg2a = LIGA. 
2 cotg a 


cotg (a+ a) = 


tg a—1 
hrego cotg2a = AAA 
2 cotg a 


cotg? 30 — 1 


cotg a . cotg a — 1 


En efecto: cotg 2 a 
cotg a + cotg a 





EzempLo.  cotg 60” =cotg 2.30% = 


2 cotg 30? 
EL o E 
2.143 13 3 
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25-a. Funciones trigonométricas de la mitad de un ángulo 
en función de las del ángulo entero. — Trataremos de encon- 


trar el valor del seno, del coseno y de la tangente de la mitad - de 


un ángulo a en función del coseno de dicho ángulo. 


TEOREMA, — El seno de la mitad de un ángulo es igual a más o 
menos la raíz cuadrada de la mitad de la diferencia entre uno y el 
coseno de ese ángulo. 


Hip.) cosa Tesis) sen 7 = + 7 E — A, 


Demosr.) Como todo ángulo a es igual al duplo de su mitad, te- 
Demos: 





cosa =c0822 = cost L— sent L [1] (n* 24-a ID. 
2 2 2 


.. . . 2 . a a 
Como en esta expresión figuran dos incógnitas cos o y sen 7 


haremos desaparecer la primera poniéndola en función de la segun- 
da, teniendo en cuenta que: 


sen? e + cos? 7 =1 por relación pitagórica 
luego ot =1— sent y reemplazando en [1] da 


a a 
cosa =1—sent—-— sen — 
2 2 


o bien: cosa = 12008 


Pasando cos a al segundo miembro y 2 sen? > al primero, resulta 


1— cos a 


a a 
28n—=1—c080% .'. sen—- 
2 2 


a q) E=+ 
sen— = + —— 
2 2 


luego 
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Esmupo: sen 15? = seno y ESTE 
2 2 
X NES 
. 2.2 NE, 
2 y LE 


26-b. Teorema, — El coseno, la tangente y la cotamgente de la 


mitad de un ángulo en función del coseno del ángulo entero están 
dados por las fórmulas 


a l+c08a a PET Tecos a 
co0 q ER ¡1 2 1) A TO 
2 2 1 +c08 a 2 1—<cos a 











En efecto: Siendo cos Z =zx+ V 1— sent L 
2 2 





a l— cos a 
14 en —_—_—— por el teorema ant, 
2 2 
resulta m0 4/1 EE y E 
2 2 2 
IEA 
luego [3 y EE 











sen Ep E 
2 


cos E Praza 


"I—cosa 
l4c0s0 


1 +c08 a 


y simplificando tg 3 = + 

















AA 
Siendo cotg L == resulta |cotg L ==w W 1008 4 
y E TE A 
/ A 3 En 6 z a EV 7 
o Vaya -y/2 pa. EE e _Y5 Sd iras ETE, 


(Véanse nuestros 3150 EJERCICIOS DE ALGEBRA, pág. 205. 
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OBsErvAcIÓN. — El doble signo que figura en las fórmulas ante- 
riores, se debe a que dado un cierto valor para el coseno, 0,32 por 
ejemplo, hay dos ángulos, menores que un giro, 4 y (360% —a), 
y todos los congruentes con ellos respecto de un giro, a+ 360% 
y 260% (n+1) —a, que tienen ese mismo coseno, Las mitades del 


primer ángulo y de sus congruentes son 3 y _ + 180n y 


las del segundo 180% — $ y 180 (n + 1) — $ respectiva- 


mente, El primero y el segundo de esos ángulos y el tercero y el 
cuarto son congruentes o difieren en 180? según sea n par o impar, 
respectivamente; luego sus senos, cosenos, tangentes y cotangentes 
tienen el mismo valor absoluto y signos contrarios, como se aprecia 
claramente en la figura. 

Si nos dan al ángulo a, quedan 
determinados los signos que corres: 
ponden al seno y al coseno y también 
los que corresponden a las funciones 
trigonométricas de su mitad, desde 
que se sabe a qué cuadrante perte- 
nece esa mitad. 

Por ejemplo si nos dan 
cos 324” 10” 70,9, como la mitad Y! 
162? 05” pertenece al segundo cua- 
drante, tiene su seno positivo y su coseno negativo, luego: 


GH 
sen 162% 05 = v Ende O A 29 =Y// E can =/005 ; 


cos 162* 05! = — y 22 - — 1,5 








Aplicaciones: 1. — Hallar sen2 a sabiendo que: 





3 
a) sen a = q y « es del primer cuadrante R: 
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12 120 
D) sena = — y a es del seyundo cuadrante R: - — 1 1 
18 169 ma =—— Ro- Poma as R- 
2 TE 49 
o) , del drante R Zn 
sena =—— y a es ercer cuadrami E — 24 ¡27 1 4 
13 169 N) ma=—= fis LE h) cosa==— R:i==— 
6 1320 25 625 V10 5 
d) sena = — — y a pertenece al cuarto cuadrante R: -=- — 7 
6 3 1 1 
aL sa PR IE R:—Ó a =90* R: —1 
n 1320 di a a 
6) cos a = — y a es del primer cuadrante Ri — 
61 3721 IV — Hallar tg 2 a sabiendo que: 
4 za 
Í) cora =—=2 y a: es del segundo cuadrante dor e) we R: > b) qa R: a 
2 3 15 1 4 
.— dell drante R: 1 2 de Ar E Eo 
9) cosa m7 y a es del tercer cuadra: e ga ñ R 5 Dd ta a R S 
7 336 4 1 8 
k) 608 a = — 5 y a €s del cuarto cuadrante R: Noa % tga=2 BR 7 Lan] R—==7 
24 336 4 2 
1) sena = 30 y cosa es negativo E 0 ta =V3 R:—V3 h) A Ri== 7 
3 , 28 140 
PD sna Lo y cosa es negalivo R: E i) cotg a = 3,5 R: rU J) cotg a = —0,7 R: Ar 
(*) IL. — Hallar las funciones trigonométricas del ángulo de: V. — Hallar cotg 2a sabiendo que: 
EN 5 9 1 12 
3 1 = 3 243 =— Y —— Ly — 
8) 60” utilizando las de 30% R: sE ; 2 ; 13 E AL 523 8, a) colg a 4 e: 40 $) colgo 5 Bs 5 
Dd) 90” utilizando las de 45” R:1;0;— e ;0;—.;1l €) cotg a = 3 R: + d) cotga =— 1 R: 0 
€) 180" utilizando las de 90% R:0;—1;0; — *e;—1l;— o 
) col, 2,5 R: 1,05 f) cot; ze R E 
€) colg a = 2, e cotga= — E — 
y e. ME, 1 = 3 2V3 y dl 13 195 
d) 120” utilizando las de 60' Ri 8 2 A s A : 
tpa=— R: — h tga=—15 R — 
$ qe. 15 ) ga 13 
11, — Hallar cos2a sabiendo que: 3 6 
24 527 V3 1 % ta=-2 RG Do va=—3 R:—==7 
== f == n—_—— Ri = 
6) cosa 5 R 625 Dd) cosa 3 E 
y d $ y VL — Hallar las funciones trigonométricas de: a) 3 a; b)4a. (Térgase presen 
4) cosa =—— Ri—= d) cosa == — ri te que 3a=2a+a y que da =212a): 
2 2 13 104 R: senda= 3sena—4senta; cos 3 4 =4 cos" 1 — 3 cos a 
(%) Las soluciones se dan en este orden: sem; cos; lg; colg; seo y esnsa. Gira 3 tga—tgla gia cotg! a — 3 cotg a 
1—3tga 3 cotg? a — 1 
1562 — 
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(+) VIL. —Hallar las funciones trigonométricas de = sabiendo que: 


1 
a) 008. - 3 y a es del primer cuadrante 





1 
Rig? 


1 
b) cosa + y a es del segundo cuadrante 





A 3 2/3 
2-33 


GB 


2 
c) mM. — qye. del tercer cuadrante 


y 


, q 
6 





3 
d) my a es del cuarto cuadrante 


5 ; 


1 
pa 


5 
.) m.— y sen a es positivo 


VE v3 v30 y30 4Y3 4Y13 





My 
4 4 E A 
2 % 
N cosa y y tg a es negativa 
v6 30 v5 V30 
R: ; == ; 5; ; 
6 6 5 ye 5 le 


f) cosa =0 y coseca es positiva 


4 
h) sena = E y cos a es positivo 


y, NE. INS 
5 





(*) Las soluciones de los ejercicios V¡1 y VIII se dan en este orden: sen; cos; tg; cotg; 


sec y cosec. 
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doma YE y es del prim cuodrant 





5 Nav? RETO ¿Na2 2 121: 3422 =V 2 +1 


2 
Va—2V2 ; Va +22 
(Para resolver los dos últimos ejercicios calcúlese previamente cos a). 


VIL, — Hallar el seno, el coseno, la tangente y la cotangente del ángulo de: 


2 
a) 22” 30' aabiendo que cos 45% = A 





3 E. fi 


va 


b) 15” sabrendo que cos 30% = FU 


AZ, 


fa: a es: 
S E 


R 2+V3 
4 
€) 45* sabiendo que cos 90 =0 
1 == 
d) 120% sabiendo que cos 240? = — 7 k ER E 
e) 90% sabiendo que cos 180% = —1 
2 e): 
1X.— Verificar que: a) [sen 7 + cos 3) =1 +een 24; 
b E La 
) [sen 3 cos 2 = sen a 


X. — Probar que: 


cos 2 a a a a 
V 008 y + en 3D) cotg 7 — te" = 2 eotga 
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CAPITULO VII 


TRANSFORMACION EN PRODUCTO DE LA SUMA O DIFERENCIA 
DE DOS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


ProGraMa. — Transformar en producto la suma o diferencia de dos senos. Trans- 
formar en producto la suma o diferencia de dos cosenos. Aplicación a las siguisn- 
tes expresiones: 1 +sen a; 1 +08 Q. 


En una serie de cuestiones de Trigonometría aparecen, como ve- 
remos, expresiones de las formas sen a. +senf ; cos a+cosP ; 
1>+ sena , 1=c0sa etc. cuyos valores numéricos, para valores 
determinados de a y f, no pueden calcularse directamente emplean- 
do logaritmos, puesto que esas expresiones son sumas o diferencias. 

A los efectos de hacerlas calculables por logaritmos, o como suele 
decirse, logarítmicas, indicaremos la manera de transformarlas en 
producto, para lo cual demostraremos los siguientes teoremas. 


28-a. Transformar en producto la suma de dos senos. — 
TEO0REMA, — La suma de los senos de dos ángulos es igual al duplo 
del producto del seno de la semisuma por el coseno de la semidife- 
rencia de esos ángulos. 


Hur.) sena y sen 








TrsIs) sen a + sen B = 2, sen 


a+ a—b 
A 


Demosr.) Para demostrar este teorema recurrimos al siguiente 
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artificio: Llamemos z a la semisuma de los ángulos a y Boya 
la semidiferencia de los mismos, o sea 

















a+ e a—Q 
za — E É - 6 
, (1 Y E [2] 
Sumando y restando [1] y [2], resulta: 
ya ED y E A [3] 
2 2 2 2 
y 
ea+p a—b a+b—a+B 20 
—y= “ - = 
x 2 2 2 2 e 141 
luego sen a = sen (2 + y) = sen x cos y + cos x sen y 
sen f = sen (1— y) = sen x cos y — cos x sen y 
Sum. m. a m. sen a + sen ( = 2 sen x. cos y 


y reemplazando x= e y por sus valores de [1] y [2], se tiene: 








sen a -+ sen f = 2. sen 


En .CO8 cal 
2 2 








60% +30? 60* — 30? 

——— e 
2 

O sea sen 60? + sen 30 = 2 sen 45" cos 15% = y 2. cos 15* 


EysempLO. sen 60” + sen 30” = 2 sen 


luego log (sen 60? + sen 30%) = log 2 + log cos 15% 


28-b. Transformar en producto la diferencia de dos senos. 
— Trorrma. — La diferencia de los senos de dos ángulos es igual al 
duplo del producto del coseno de la semisuma por el seno de la se- 
midiferencia de dichos ángulos. 


Hip.) sena, senf 


a+ a—B 





TESIS) sen a — sen B = 2 c08 
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DrmosT.) Procediendo como en el teorema anterior, llamamos: 











A 
2 2 
luego sena = sen (1 + y) = 8cn x.C08 y + C08 x.. 8en y 
sen B = sen (1 — y) = sen x..C08 y — C08 Z . sen y 
Rest. m. a m. da sen a — sen f = 2.c08 2. sen y 


Reemplazando x e y por sus valores de [1] y [2], se tiene: 





Ed Md 


sen qa — sen f = 2.c08 z 





o o o ap 
EJEMPLO. sen 60% — sen 30% = 2 cos BEE sen iSip" 


2 
o sea sen 60? — sen 30” = 2cos 45" sen 15% = Y 2. sen 15% 


luego log (sen 60% — sen 30%) = log Y 2 + log sen 15* 


29. Transformar en producto la suma o diferencia de dos 
cosenos. — Teorema. — La suma de los cosenos de dos ángulos es 
igual al duplo del producto del coseno de la semisuma por el coseno 
de la semidiferencia de esos ángulos y su diferencia es igual a me- 
nos el duplo del producto del seno de la semisuma por el seno de la 
semidiferencia de dichos ángulos. 


Hip.) cosa, cos 








TEsIs) cos a + cos B = 2 cos 





Cog 4 —C08 f == 2 se 


Dxxos7.) Procediendo como en los teoremas anteriores, llamamos : 








E A 
2 2 
luego cos a = cvs (1 + y) = Cos z..cos y — sen x.. sen y 
cos $ = 08 (1— y) = cos x..cos y + sen z sen y 
Sum. m a m. da cosa +cosB=  2c08x.co8y [8] 
Rest. m. a m. da cosa —cosf =—2 sen z. sen y [4] 


Reemplazando en [3] y [4] x e y por sus valores [1] y [2], se tiene: 


cosa +c08B = 2.co8 





a 
2 2 











+20 a—0b 


a 
cos a — cos f = 2.sen . Sen 
2 











Si B< a el primer miembro es negativo y por lo tanto 


B+a B—a 
—— sen 
2 2 


cos B—cos a = 2 sen 














100% + 20% 009 100% — 20 


57 
y 


eos 100 + cos 20% = 2 cos 


= 208 60? cos 40? = 2 + . cos 40% = cos 40% 


cos 20” — cos 100 = — 2 sen 60? sen (— 40%) = 2 sen 60? sen 40* 


=2, yA 
2 


. sen 40% = 3 sen 40", 





30. Transformar en producto las expresiones 1 + cos a. 
CoROoLARIO. — La suma de uno más el coseno de un ángulo es igual 
al duplo del cuadrado del coseno de la mitad del mismo, y uno me- 
nos ese coseno es igual al duplo del cuadrado del seno de esa mitad 

En símbolos: 


L 4 cos 2 2008 | z | 1—cos a = 2sent L | 
2 
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En efecto: Si en la expresión 1-+ eos a, reemplazamos a 1 por 
su igual cos 0?, la transformamos en una suma de dos cosenos; lue- 
go de acuerdo con la fórmula de transformación en producto, da: 


0-+a 0—a 


1 + cos a = cos 0? + cos a = 2. cos . Cos E 


- 2.0005 ens (— E) 
2 2 


pero cos = En = (08 q por ser ángulos simétricos (n* 6-d); luego 


[Leo = 2.00 


o AE 
LE « 








14 coma = 2.008 7 .cos E 


Análogamente, se tiene: 


1— cos a = cos0 —cos a =—2. sen 


dt [E] 
2 2 


pero sen E y) =— sen ni por ser ángulos simétricos (n* 6-d), 





luego 


1— cos « 2.00 (sen 3) 2 mz 
2 2 2 


luego 





a 
1— cos a 20005 | 


EJEMPLOS. 
o 
1— cos 60% = 2. sen? du 





= 2 sent 30" = (5)-> ANA 
2 4 2 


= 2 sen? 60% = e) PAS 
4 2 





1 — cos 120% = 2 sent 120 


160 — 


Aplicaciones: 1 — Transfurmar en producto; 


8) sen 45” + sen 15* 


D) sen 15* + sen 75% 

€) sen 144% + sen 36* 
z 13 

d) sen e + sen3 — 


6) sen20a + senl2a 
f) sen 80? + sen 40% 
g) sen 100% + sen 20% 
h) sen 240% + sen 120* 


1) sen 70? + sen 20? 


7) sen (— 100%) + sen 10* 


k) 1 +sena 


R: 


o] 


Ed 


DD pp». 


cos 15% 
le 


2 





: 2.008 54* 


o 


:28enl6acos4a 


Va cos 20? 


3 y 3 cos 40* 


0 


: Y 2 cos 25* 


: 12 cos 55* 


: 28en* (ss + 3) ; 2 c08* (u- 2) 
2 2 


(Fura el último téngase presente que 1 = sen 90. 


[L. — Transformar en producto: 


4) sen4a— senda 


b) senBa—sen5a 


€) sen 3 a— sena 

d) sen (a + 6) — sen 
6) sen 110? — sen 50? 
f) sen 450” — sen 150* 


3 z 
E 
y) Pa ñ 


h) sen (— 10%) — sen (— 80%) 
1) sen 21" — son (— 100%) 


a] 


: 2 sen — cos —— 
2 


DD O. Op D » 


a Ta 
4 


: —2senacos4a 


: 2 sen a cos 2 a; 


stes 


: cos 80 
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$) sen (— 120?) — sen 30* R:— vz sen 75* 


k) l—sena R: 2 sen" (us - 5) , 2cor (15 + 2) 
2 


(Téngase presente que 1 = sen 909). 


MI — Transformar en producto: 


a) cosTa +cosa 

D) cosa +cos3a 

€) cos 40% + cos 80* 

ud) cos 80” + cos 160* 

€) cos 200% + cos 160* 

f) cos 400" + cos 80% 

0) cos (— 50%) + cos 110* 

h) cos (— 50%) ++ cos (— 10" 
1) cos 48” 4 cos 72* 

Í) cos 760* + cos 580* 


IV. — Transformar en productos 


8) cos 7 a— cosa 


DB) cosba—cos2a 


€) cos 78% — cos 15* 

d) cos(2a +38) —cos3 8 
$) cos 155% — cos 25* 

Í) cos 1200? — cos 1470* 

9) cos (— 10%) — cos 130* 

M) cos (— 35%) — cos (— 75% 
3) cos 175% — cos 525* 

1) cos (— 800%) — cos (1600 
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R: 2c084 20033 a 
R: 2c08 2 a c08 4 
R: cos 20? 

R: —cos 40? 

R: —2c08 20* 
R: cos 20* 

R: V3 cos 80* 
R: 3 cos 20* 
R: cos 12* 

R:0 


R: —2s5en4 esen3a 


Ri — 2000 2 son 2 


2 
¿ 


2 
R: — 2 sen (a + 3 8) son a 
R: —28en 65* 
R: —V2 sen75* 
R: 13 sen 70? 
R: 2sen 55" sen 20* 
R: — 2 sen 10* sen 8* 


R: Va sen 40* 


Y. — Transformar en producto. 





a) sena +c0sB R: 
b) sen a — cos $ R: 
c) cos a — sen R: — 28en 
a 3 
1) cos 22 — sena R: —2s5en a + 457) sen 3 
€) sen2a +cos5a R: 
N) cos 45” + sen 60% R:  2c0s37* 30' cos 7” 30" 
9) sen 50? + cos 50% R: 1/2 cos 5* 


h) sen 175% —cos 175% Ri y Zsen50* 
1) cos 190? + sen 95% R:  2s8en7”30' sen 2* 30" 
J) cos 300 — sen 100? R: — 2sen 25? sen 35* 


(Téngase presente que el seno de un ángulo es igual al coseno de su complemento) 


VL. — Transformar en producto: 























a) tga+tR R: sen (a + P). seca. seo $ 

b) tga—tB R: sen (a— B) . seca. sec P 

e) entg a + cotgB R: sen (a + $). cosec a. cosec $ 

A) cotg a — cotg R: —een (a— B) . cosec a. cosec BP 

£) seca +sech Ri 200 2 cos a secó 

$) sec a— sec R: 2 sen E son 0 oo 00006 

y) cosec a + cosec B R: 2 sen == cos 2 , . cosec a. cosec P 
A) cusec a — cosec $ R: —2 sen A cos RL, casco a. conc $ 
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Dl+tgs R: Y 2 sen (45* + a) . seo a 
D1—iga R: 12 sen (45 — a) seca 


(Ténganse presentes las relaciones fundamentales (n? 6), las fórmulas de 
los senos y cosenos de la suma o diferencia de dos ángulos, la forma de trans" 
formar en producto la suma o diferencias de senos o cosenos y que 1 == tg 45”), 


VIL — Simplificar las fracciones siguientes: 


sen a + sen f «+ 
se cos Qu + cos P RE: « 3 





sen a— sen $ 
cos a + cos Y dl 3 








b) 


e aa R: —cotg “+A 
sen 40% + sen 50* 
cos 40” + cos 50% 
cos 14” + cos 8” 
sen 14% — sen 82 
sen 100 — sen 60* 
cos 60 — cos 100% 

A sen (—7*) + sen (— 21%) Er , 
cos (— 7%) + cos (— 21%) A ta 
sen (22— 30) + sen33 





Rio tg45* 


R: — cotg 3" 


R: — cotg80” 





cos (2438) + cos3 8 R: tga 
2 . e 
Ls Ju (=+3) 

a R: 

1l— sna | ' E 
y pa 
cota" 45 5) 

1 — cos q a 

H 1 + cosa R: ez 


VII. — Probar que: a) sen (30% + 2) + sen (30% — 2) = 608 x; 
a 

b) cos (10>— +) — cos (50 + E) = sen 5 0) cos 459+ 008 750= eos 159; 

d) cos 1' — cos 59" 59' = cos 60? 01”; 6) cos 40” + cos 80? — cos 20* = 0. 
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CAPITULO IX 


TEOREMAS RELATIVOS A LOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS 


Programa. — Teorema del seno, teorema del coseno, teorema de las tangentes, teo- 
rema de las funciones trigonométricas de los ángulos medios. Cálculo del área: 
teorema fundamental y fórmula de Herón, 


Vamos a establecer algunas relaciones entre loa lados y los ángu- 
los de un triángulo oblicuángulo, que nos permitirán resolver esos 
triángulos y calcular su superficie, en forma análoga a la hecha 
con los triángulos rectángulos. Esas relaciones son las que se de- 
muestran en los teoremas que siguen: 


31-a. Teorema del seno. — En todo triángulo los lados son pro- 
porcionales a los senos de los ángulos opuestos. 





Cc A 
P Hir.) ABC 
b a 
Tesis) 2 p - z 
sen A sen B sen C 
A E B 


A 
DeEmostTrACIÓN. — Primer caso: El ABC es acutángulo : 


Trazando la altura CH correspondiente a un lado, AB por ejem- 


plo, el punto H resulta interior a AB y por lo tanto el triángulo 
dado queda dividido en dos triángulos rectángulos BHC y AHC 
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A isa 
En CHB es CH =a.éenB 


A pa 
yen AHC » CH =b.*mA 
6 b 


sen A sen B 


luego a.senB =b.senA 








(11 


Trazando la altura correspondiente a otro lado cualquiera, a por 
ejemplo, el triángulo dado queda dividido en dos triángulos ree- 
tángulos AIC y AIB, y se tiene: 


A 6 

en AIC es Al =b.senC 
A Es 

> AIB >» Al =cCc.senB 

















luego  b.senmC=cCc.senB Do Je (2] 
sen B sen C 
de [1] y [2] resulta E: 
sen A sen B sen O 


SEGUNDO CASO. — El ABC es obtusángulo : 


Si B es el ángulo obtuso, trazando la 
altura correspondiente a uno de sus la- 
dos, c por ejemplo, su pie H resulta ex- 
terior a ese lado, y quedan formados 
dos triángulos rectángulos BHC y AHC 
A E B H y se tiene: 





A -.. A DMA 
En BHC es CH = a.sen CBH ycomo CBH y B son suplemts. 


resulta CH = a. sen B 


A es 
> AHC>CH =b.semA 








luego a.snB=b.snA  .*. = 08) 
sen A sen B 
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Trazando la altura BI correspondiente al lado opuesto al ángulo 
obtuso y procediendo como en el caso anterior tendríamos que: 
17 e 








sen B sen O 


a 17 Cc | 





lt: - Ar 
cd ia sen A sen B sen O 


A 
TzurcER caso. — El BAC es rectángulo: 
Siendo A el ángulo recto se tiene por una relación anterior 


(n* 12” pág. 108) 


b=a.snB. .a= . 


sen B 





c 
sen C 





y c=a.snC.'.a = 


Cc 


sen B sen O 





luego q4= 


y como sen A = sen 90 = 1, se tiene: 


a a 


a=—=- 


1 sen A 





a 7 c 


sen A sen B sen O 











Luego 


32-a. Teorema del coseno. — En todo triángulo el cuadrado 
de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
menos el doble del producto de esos lados por el coseno del ángulo 
comprendido entre ellos. 


A 
Hip.) ABC 


Tesis) al =b* + 4—2b.c.c08 A 
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DemosrT.) Como el cuadrado del lado opuesto a un ángulo agudo 

B u obtuso en un triángulo oblicuángulo, es 
igual a la suma de los cuadrados de los 
otros dos lados, menos o más, respectiva- 


a ce 

mente, el duplo de uno de ellos por la 
proyección del otro sobre éste, se tiene: que 

CE HA si el ángulo A do e 

Fl si el ángulo A es agudo es: 
a=b+c—2b.c! 60] 

A 

y como en AHB es cl =cXcosA reemplazando en [1] da 


Ll. a=b4+c—2bc.cos A 





SEGUNDO CASO. — Si el ángulo A es 
obtuso se tiene: 


a=N+o+2b.0 Br c 





A eS AN 
y como en AHB es c' =c X cos BAH y cos BAH =— cos A 
resulta e =—c.cosA 


y reemplazando en [2], da: 


at = bi 4 c—2b.c.cos A 





TERCER CASO. — Si el ángulo A es recto, es decir A = 90%, el teo- 
rema también se cumple, pues se tiene: 


a=b+0c—2.b.c.c089 = 
=0?*+c—2b.cx0 
a=bt+e 
lo que es cierto, pues es la expresión simbólica del teorema de Pl. 


bágoras. 
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32-b. Teorema de las tangentes. — En todo triángulo la tan 
gente de la semidiferencia de dos ángulos es a la tangente de la se- 
misuma de los mismos, como la diferencia de los lados opuestos a 
esos ángulos es a su suma (*). 





A—B 

A cd: a—b 

Hip.) ABC Tesis) y" = SN 
tg A 


por el teorema del seno, 


sen A sen B 





Denmosr.) Siendo 





permutando los medios y luego las razones, se tiene: 


sen A a 


sen B b 
y como en toda proporción entre cantidades la diferencia de antece- 
dente y consecuente de una razón es a la suma, como la diferencia 
de antecedente y consecuente de la otra razón es a la suma, 





se tiene: 


sen A — sen B a a—b 1 
sen A + sen B a+b 





transformando en producto el numerador y el denominador de la 
primera razón (n* 28b y a), da: 


1 
2 cos (A +B).sen— (A—B) 
sen A — sen B 2 2 


Ao 2 sen (A +8) .cos (AB) 





(*) Conviene enunciar así el teorema, para evitar que carezca de sentido cuan- 
do A =B. 
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Simplificando el 2 y dividiendo numerador y denominador del 


segundo miembro por cos + (A + B) da: 


sen Ens (A—B) 
sen A—sen B - 1 2 


sen A+ sen B 





pe (A+B) cos A (A— B) 
2 2 


cos la + B) 
2 











ta L(A—B) 
- 1 (A—B)= 121 
17 (A+B) A o (4+B) 
tol (A—3) 
luego de [2] y [1] A a 7 , por carácter transitivo. 
17 (A+B) z 





33. Teorema de las funciones trigonométricas de los ángulos 
medios. — Trorema. — El seno de la mitad de un ángulo de un 
triángulo, es igual a la raíz cuadrada positiva del producto de los 
factores que se obtrenen restando al semiperímetro, cada uno de los 
lados adyacentes a ese ángulo, dividido por el producto de los mis- 
mos lados, y su coseno a la del producto del semiperímetro por el se- 
miperímetro menos el lado opuesto al ángulo, dividido por el pro- 
ducto de los otros dos lados. 


A 
Hip.) ABC : 2p=a+b+e 
A (p—D) (p—c) A_ v p(1—3 , 
Tesis) sen 2” e E > 


(*) El alumno recordará más facilmente la expresión simbólica de este teorema que su enunciade 
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DemosT.) Las fórmulas que expresan el seno y el coseno de la 
mitad de un ángulo en función del coseno del ángulo entero, son: 


A 1—cos A A 1+c08 A 
mt y y jad y EE 12] 


y en ellas figura sólo el signo más, pues la mitad de un ángulo 
de un triángulo es siempre un ángulo agudo y por lo tanto sus 
funciones trigonométricas son positivas. 

Como en la tesis el seno y el coseno del ángulo medio están da- 
dos en función de los lados del triángulo, tratemos de expresar a 
cos A que figura debajo del radical, también en función de esos 
lados. ' po 


Aplicando el teorema del coseno al lado opuesto al ángulo A, se 
tiene: 


a=b0+«c—2b.c.cos A, 
y despejando ccs A, da: 


Bt et—a 
2 be 


cogA = 


1—cosA 


y reemplazando cos A en el radicando de la primera fór- 


mula [1], y efectuando las operaciones, se tiene: 


— a ta 
1—cos A =l4 cos 1) E (1 YDAC—a 
2 2 2 2 bc 





1 
Efectuando la resta, multiplicando por al y agrupando los tres 


primeros términos del numerador en un paréntesis precedido por 
el signo — , resulta : 


1— cos A E 2bc—bi—c4ar  ad— (b* + ci— 2 bc) ll at—(b—c)* 
2 4 bc 4 bc 4 be 
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Descomponiendo en producto la diferencia de cuadrados del nn 
merador, resulta: 
1—cos A ES (a +b—c) (a—b+c) 
2 4 bc 





y reemplazando en [1] da 


sen A a (a +b—c) (a—b-+ c) (8) 
2 4 bc 


Análogamente reemplazando cos A en el radicando de la fórmula [2] 








A d E s 
del 008 => Y procediendo en la forma anterior, se tiene: 


1+c03 A e 2 bc + d*+4c* — a? (b+c)?—a? _ (b+c+a)(b4c—a) 
2 4 de 4 bc 4 bc 





sustituyendo este valor en [2/, resulta : 


cos Az (b+c-+a) (b +c—a) (4) 
2 4 bc 
Con el objeto de recordar más fácilmente las fórmulas [3] y [4] 


designamos con 2 p el perímetro, o sea a+b+c=2p 





y resulta a+b=c=a+b+c— 20 =2p—2c = 2 (p—<) 
a—=b+c=a+b4+c—2b =2p— 2d =2(p— db) 
b+c—a =a +4 ec 24 =2p— 24 =2(p—a) 


y reemplazando en las fórmulas [3] y [4], tenemos: 


sen L - y/ 2(1—0.2(p—5) rin2 y 12308 
2 4 bc 2 4 be 


y simplificando, resulta: 
EEE 


A /P-D00-9 A 
na y be dl > 


Fórmulas análogas se obtienen para sen > sen Ecos Z y cos G 
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CoroLArI0. — La tangente de la mitad de un ángulo de un trián- 
gulo, es igual a la raíz cuadrada positiva del producto de los facto- 
res que se obtienen restando al semiperímetro, cada uno de los lados 
adyacentes a ese ángulo, dividido por el producto del semiperíme- 
tro por el semiperímetro menos el lado opuesto al mismo ángulo (*) 


"“(p—D(p—0) 





En símbolos: tg : = 





p(p—a) 

—b — 

A sen 2 yz pd c) 

En efecto: tg - = A 6 
2 A A 
Cc08 — A 
2 bc 
efectuando la división de los radicales y simplificando, se tiene; 





E P=DW=09 | 
p(p— a) 


ds B Al 
Fórmulas análogas se obtienen para > y Sa 


34-a. Cálculo del área de un triángulo. Teorema funda» 
mental. — El área de un triángulo es igual al semiproducto de las 
medidas de dos de sus lados por el seno del ángulo comprendido 


A A 1 
Hip.) ABC Tesis) Area ABC ME a, med b. sen € 
a,b, C 


(%) Vénse ln observación del n* 33. 


— 173 


Dexmosr.) Trazando la altura h, correspondiente a uno de los la- 
dos dados, el a por ejemplo, se tiene: 


A 
Area ABC = meda. med ha [y 


Puede suceder que el ángulo dado C sea agudo, obtuso o recto. 

Primer caso. — El ángulo C < 907, En tal caso la altura ha es lado 
de un triángulo rectángulo del cual es hipotenusa el otro lado dado 
d y el ángulo C es el opuesto al cateto ha; luego (n? 12 pág. 111) 


A h¿=b.sen € .'. med h,=med b.sen C. 
b Sustituyendo en [1] da: 
A 1 
, Arca ABC = — med a. med b. sen O 
ci B 2 
a ea 


SEGUNDO CASO. — El ángulo C > 90". 
En tal caso el ángulo C resulta exte 
rior al triángulo rectángulo de hipote- 
nusa b y cateto ha opuesto al ángulo 
y adyacente al dado C. B a E 





A 
Luego en AHC es ha =b.sen y , y como el seno de un ángulo ob- 
tuso es igual al seno de su suplemento (n” 6-e), se tiene: 


SenC =seny luego h,¿=b.senC. 


Sustituyendo en [1] resulta: 


A 
Arca ABC = > med a.m b.sen C 


d TERCER CASO. — El ángulo C = 90? 
En tal caso h¿ coincide con hb, o sea 
ha=b ho = b y como sen € = sen 90% = 1 
es también 
€ B 


h, = b.sen 90 = b.sen C. 


174 — 


Sustituyendo en [1] da: 
A 1 
Area ABC = E med a.med b.sen C 


Nora. — Como los tres casos considerados son los únicos que pue 
den presentarse, resulta que la fórmula obtenida es completamente 
general, es decir, se aplica sin tener en cuenta si el ángulo dado 
es agudo, recto u obtuso, 


APLICACIONES. 1. — Calcular el área del triángulo ABC sabiendo 
que: a=20m, b=12m y C =48" 40", 











A 
Area ABC = —.20.12.sen 48” 40” = 10.12.sen 48? 40' 


L 
2 
y como en la tabla de valores naturales encontramos que, 
sen 48" 40' = 0,7509 
A 
resulta Area ABC = 120 X 0,7509 = 90,108 
A 
y Sup. ABC = 90,1080 m* 


Il. —Calcular el área del triángulo ABC sabiendo que: 
db —1287,60m; c=948,50m y A=74* 36', 


Siendo Area ABC = "128,00 X 948,50 X sen 742 36' 


o bien Arca ABC = 643,80 X 948,50 X sen 74” 36", 


Aplicando logaritmos se tiene: 


A 
log Area ABC = log 643,80 + log 948,50 + log sen 74? 36" 
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log 643,80 = 2.80875 








_logsen 74%36_ 1,98412 | 
ae 30" 98391 log 948,50 = 2,97704 
des 6 21 e 
wr —35 | log sen 74? 36' = 1,98412 
dis A x a Za A ——— === 

10 A 
log Area ABC = 5,76991 

5,78991 = los 588725 A 
76089 — 5887 Area ABC = 588725 

des 2- 25 


A 
luego Sup. ABC = 588725 m* 


31-b, Fórmula de Herón. — La aplicación del teorema fun- 
damental del área de un triángulo exige el conocimiento de dos de 
sus lados y del ángulo comprendido entre ellos, de manera que nn 
es utilizable, directamente, cuando se conocen los tres lados de ese 
triángulo. En este caso se aplica el siguiente 


TrorEmMa.-—- El área de un triángulo es igual a la raíz cuadrada 
positiva del producto de cuatro factores que son: la medida del 


semiperímetro y los que se obtienen de restar a la misma cada una 
de las medidas de los lados del triángulo. 


A 
Hir.) ABC y meda =a, medbd =b ; mede =c, medp = p. 
A AA 
Tesis) Area ABC =Vp(p—a) (p—D) (p—0) 
DrmosrT.) Considerando dos lados cualesquiera del triángulo y el 


ángulo comprendido, por ejemplo, b, e y A, se tiene, aplicando el 
teorema fundamental del área del triángulo : 


A 1 
Área ABC = Sl bc sen A 1] 


Como el teorema de los ángulos medios relaciona los lados de un 
triángulo con el seno y el coseno de la mitad de un ángulo, nos 
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convendría expresar primero sen A en función del seno y del coseno 
de su mitad (n%24 e [), o sea: 


sen A mL 2 
2 2 2 


+ Inego emplear esas relaciones (n* 33), con lo que se tiene: 


sena 2 PDA —b) (p—0) Ao - 


= /? —) (1-9 (p—0) 
(bc)* 


Sustituyendo en [1] y extrayendo (bc)? de la raíz, resulta: 


— a) (p — b) (p—c) 


A 
área ABO = 2.002 12 
2 bc 


y simplificando 


Jo AROS (PE (p —b) (p —c) 








EsempPLo. —Si a=50 em, b=75cm y c=45cm y tomamos el 
em como unidad, se tiene: 


a O AE p—c=40 





A 
luego Area ABC = Y 85.35.10.40 = 100 y 119 = 100X10,9 = 1090 


A 
o sea Sup. ABC = 1090 cm*. 
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Aplicaciones: 1. — Calcular el lado e del triángulo ABC sabiendo que: 


A OS 
s) a =10 m, A =30* y C = 60* R:c= 17,32m 
AS A 
Da=4m, A =90 y C =45* R:c= 283m 
PAS A 
e) a =8m, A = 40" 10' y C =78* 50 R:c= 1216m 
Ñ NN 
d) a =200m, A =12" y C =30* R: e = 115,47 m 
eS AN 
0) a =100m, A =55"20' y C =75*30' R: c=117,71m 


A A AN 
1. — Si en el ABC es a =2b ¿es A =2B? ¿por qué? R: no, porque los lados 
son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos y éstos no lo son a los... 


UI, — Probar que en todo triángulo el cociente entre un lado y el seno del ángulo 
opuesto es igual al diámetro de la circunferencia circunscripta a ese triángulo. (Urá- 
cese la circunferencia mencionada y el diámetro que pasa por uno de los vértices 
del triángulo, únanse el otro extremo del diámetro con otro vórtice y recuérdese 
las relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo rectángulo). 


IV. — Verificar, aplicando la propiedad anterior, que el radio de la circunferencia 
eircunscripta a un triángulo rectángulo, es igual a la mitad de la hipotenusa. 


V.— Calcular, empleando el teorema del coseno y tablas de valores naturales 
el otro lado del triángulo ABC sabiendo que: 
eS 


a) a =1llcm, b=6cm y C = 42% R:c= 7,67 m 
Da=Tme=8my Ba 5220 R:b= 6,67 m 
e) b=10m c= 15m VA 3 R: a = 22,16 m 
d) b=210m, =3,00m y A = 53908 R:a= 2,80 m 
6) a = 1000m, ba 50 VE my C=30* R: € = 500 m 


VI. — Calcular, empleando tablas de valores naturales, los ángulos del triángulo 
euyos lados tienen las longitudes siguientes: 


a) 16cm, 20cm y 22cm 
D) 58cm, T6 cm y 94 cm 


R: 44” 28' 08"; 61* 07! 16”; 74? 24' 36" 
R: 38” 04' 18”; 53” 54' 14”; 88” 01' 28” 
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e) 20cm, 20cm y 20cm R: 60% 60? 60* 
d) 43m, 57m y T4m R: 35% 24' 20; 50% 10' 23; 94* 25' 17" 
$) 64m, 48m y 80m R: 53% 07' 47"; 36” 52 13"; 90% 


(Aplíquese el teorema del coseno). 


VIL. — Probar que en el triángulo cuyos lados son, a, b y V 2+ab4+D* el 
ángulo opuesto al tercer lado es de 120”. (Aplíquese el teorema del coseno). 


(*) VILL — Hallar el seno, el coseno y la tangente de la mitad de los ángulos del 
triángulo ABC sabiendo que: 


a)a=9m b=8imyc=35m 

















Y2 2,248 3113 2 26 5y26 1 
E A EN A A 
bha=b=c 
e Ve Vda 1 vY3 v3.1 va Ye 
ME E E TE E 


e) a=1l3mb=limyc=15m 




















e Vo 215 1 4vo5 7Y0s 4 218 3y13 2 
CERA NR a da. 18 Ya 
d) a =630m, b) = 230 y c = 520 
oViz0 7/10 9 ya syío 1 vY5 2/5 1 
NS E O A O E 
e) a =12,50m, b = 12,30m y c = 6,20 m 
ay 2N2L sn 4 3 4 3 o8y4a saya s 
“CAL OT AU Aa? a" 205 *8l 
1X. — Calcular la superficie de un triángulo sabiendo que: 
a) a =100m; b =175m y C =30* R: S = 4.375 mt 
bd)a=85m;b=58m y ( =109 R: S = 2.427,53 m* 
4. E n 
(8) Las soluciones se dan en este orden: sen, cos y 9 ue q 77 y repostiramente. 
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0) b=57m; c = 93m y A = 52* 30' 
MN 
d) a =30m;c =40m y B =60* 


0) db =200m; e = 130 m y A = 46” 10' 

(Empléense tablas de valores naturales). 

Idem aplicando logaritmos: 

f) a = 128,30 m; b = 347,5m y C = 63” 21* 

9) db =32,75m; e = 40,17 m y A = 5012 

A) a = 523,58 m; c = 760,75 m y B =72*15' 20” 

1) b = 3578,40 m; c = 1948,50 m y A = 102? 18' 43" 
$) a = 17,835 Km; b = 9,87 Em y C = 63” 12' 40” 


E) 6s equilátero de lado a 


D es isósceles de base a y lados iguales b 


m) a = 70m; b =168m y c = 182m 
na=65mb=7myc=7,5m 

p)a =75m; bd =156m y c = 189 m 

q) a =127,50m; b = 207,60 m y c = 104,40 m 

r) a = 485,75 m; b = 312,64 m y c = 612,45 m 

8) a = 790,80 m; b = 1248,50 m y c = 948,84 m 
t) a = 2176,80 m; b = 4001,75m y c = 3678,49 m 
u) a = 12.748 m; b = 9754 m; c = 10.754 m 


120 — 


R: S = 2.102,90 mi 


R: S = 519,62 m' 
R: S = 18.756,40 m1 


R: S = 19.923,63 mi 
R: S = 505,36 mt 
R: S = 189.787,50 m1 
R: S = 340.607 m* 
R: S = 78,5650 Km! 

ay 3 

4 

A ME=== 

:S = - vs di—as 


p 


¡Sau 





sd 


: S = 5880 m* 

S = 21 m! 

: S == 5670 m” 

: S = 5330,25 m* 

S = 75.225 m 

: S = 375,033 m* 

: S = 3.963.909 m* 
: S == 51.041.100 m, 


EE 


CAPITULO X 


RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS 


ProaraMa. — Resolver en general un triángulo oblicuángulo y determinar su super- 
ficie, en cada uno de los siguientes casos: dados dos lados y el ángulo comprendido; 
dados un lado y dos ángulos; dados los tres lados; dados dos lados y el ángulo opuesto 
4 uno de ellos. Resolver en general los siguientes problemas que se presentan en las 
operaciones sobre el terreno: Calcular la distancia entre dos puntos accesibles cuando 
no se puede medir directamente. Calcular la distancia de un punto accesible a 
otro inaccesible que se ve desde el primero. Determinación de alturas. 


35-A. - Se entiende por resolver un triángulo oblicuángulo, calen- 
lar numéricamente tres de sus elementos, cuando se conocen los otros 
tres, entre los que figure un lado por lo menos. 

Los datos que en los problemas clásicos bastan para construir 
un triángulo con regla y compás, permitirán resolverlos cuando se 
conozcan las medidas de esos datos, obteniéndose así los casos clá- 
sicos de resolución de triángulos. 


36-4a. Primer caso.— Resolver un triángulo ablicuángulo y de- 
terminar su superficie dados dos lados y el ángulo comprendido. 


Datos) a = 375,40 m 
b =200m 
C= 38” 20' 


IncocNITAS) A, B, c y S B > a 


SOLUCIÓN) Cálculo de A y B 
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Como no hay fórmulas que nos den A y B directamente, cuando 
se conocen el otro ángulo y los lados que lo forman, los calculare- 
mos simultáneamente teniendo en cuenta que conocemos su suma 


A+B = 1800 |] (1] 


y que podemos calcular su diferencia mediante el teorema de las 
tangentes, pues: 











1 (43) b 1 bo, 1 
A FR + tg (AB) = E 9 (A+B) 
to ¿(A+ B) a > 
1 8 
y como A+B=180—C es ¡A+ =w—o 
1 C C 
ty—(A + B) =1g (902 ——) = colg — 
y dá + B) 0 ( 7) dades 
1 a—b Cc 
luego ty —=(A—B) = cotg — 
> A dr 





Esta fórmula permite calcular la diferencia A—B [2] de los 
ángulos buscados y como la [1] nos da la suma de los mismos re- 
sulta que A es la semisuma de los valores hallados en [1] y [2] y 
B la semidiferencia de los mismos, como vemos a continuación en 
el ejemplo numérico. 


A +B = 180 — 38” 20 = 141* 40' 
1 375,40 — 200 38" 20" 175,40 
-B) = == col 





ty —(A = ñ == 2 cotg 19 10' (*) 
2 375,40 + 200 dl 2 575,40 A 
(*) Si fuese a <b sería a— b <o, luego convendría calcular 
eE e nd E y 
2 bra 2 


para poder emplear logaritmos. 
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log 175,40 = 2,24403 
colog 575,40 =3,24003 
log cotg 19% 10” = 0,45894 





log 575,40 == 2,75907 1 => 
colg 57540 = 324003 | [og tg —(A— B) = 1,94300 
2 


1 





194300 — 41* 15' a — BB) = 41? 15' 
a A—B =82%30' 
== y como A+B=141*40' 
141? 40' + 82? 30' 224? 10' 
2 A = 224*10/ da E de 
1410907 2 2 
82" 307 q 
2B = 50%10' luego Á == 112? 05 


141? 40' — 82? 30" ES 59? 10' 
2 2 





y Bs 





luego B = 29*35' 


Cálculo de e 


Si quisiéramos caleular c en función de los datos emplearíamo3 
el teorema del coseno y tendríamos: 








0 = al + b*—2ab cos € c=ya +2 ab cos € 





y reemplazando los datos, resulta: 





e = 4 375,40* + 2002 — 2.375,40.200.cos 38” 20' 


donde se ve que como esta fórmula no es logarítmica, sería necesa- 
rio efectuar dos elevaciones a potencia, una multiplicación de cua- 
tro factores, una suma, una resta y una extracción de raíz cuadrada. 
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Para evitar estos cálculos, se prefiere utilizar uno de los ángulos 
ealeulados, el A por ejemplo, y aplicar el teorema del seno, hacien- 
do intervenir el lado c que se quiere calcular, como se ve a conti- 
nuación: 





16) 


sen O sen A 





Cc a | a sen C 
tt. |o= ——— 





sen A 


AS 375,40 .sen 38* 20' 


y con los datos resulta 
sen 112% 05/ 


log sen 112*05' e= log sen 67% 55' = 1,96691 


67? 50' — 1,90605 
de 52 E 28 


colg sen 112% 05” = 0,03309 





log 375,40 = 2,57449 
log sen 38% 20' =1,79256 
colog sen 112% 05' = 0,03309 
log c=2,40014 

c = 251,27 m 





2,40014— 25127 
40002 — 2512 
dei 2— 7 


Cálculo de lo. superficie 


S = ab sm C O sea 











S= 375,40 m . 200 m.sen 38” 20' = 37540 m?. sen 38* 20' 


¡ log 37540 = 4,57449 
4,36705 = log 23284 log sen 38” 20' = 1,79255 
>> * log S = 4,36705 


del 7- 7 
S = 23284 m* 





(%) Bi se usan tablas que dan los logaritmos de la cosecante de un ángulo conviene tene] 





= cosec A y por lo tanto es c == a.sen C cosec A lo que evita tener que 


enloular el colog sen A. 


1 
presente que 
sen A 
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37-C. Segundo caso.— Resolver un triángulo oblicuángulo y 
determinar su superficie dados un lado y los ángulos adyacentes al 
mismo. 

















Daros) a = 487,58 m A 
B = 6420 b 
C =21* 16' e 
INcóGNITAS) A, bd, c, S. 5 E e 
Cálculo de A 
FÓRMULA A = 180 — (B + C) 
179* 801 
64" 207 A = 180 — (64” 20' + 21* 16”) 
21* 16, 
85" 361 A = 9424 
94 24 
Cálculo de b 
[7 a _ asen B a.sen B e 
sen B sen A sen A sen (B + C) 





4875 — 68707 


log 487,58 = 2,68 804 
d-o 8 7 | 





log 487,58 = 2,68804 

log sen 64 20” = 1,95488 
colog sen 85” 36” = 0,00128 
log b = 2,64420 


log sen 85* 36/ == 1,99 872 


85" 30/ == 1,99 8 66 
d 10 S— 3 





colog sen 85” 36 = 0,00 1 28 





b = 440,76 m 
2.54400 — log 440,78 
64424 — 4408 
d- 10 4— 4 


(*) Véase lu nota al pié de la pág. anterior 
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Cálculo de e 
la a ] o Esmn Cc ___4.sen Cc (+) 
nO senA sen A sen (B + C) 





log sen 21? 161 == 1,5055 | log 487,58 = 2,68804 
21 10/ —1,55761 9148 =T 
cet o Pies | log sen21*16' = 1,55955 
colog sen 85” 36" = 0,00128 
log c = 2,24887 





2,24887 == log 177,37 


añ diia me | e = 177,37 m 
Cálculo de S 
asen B 
=40.b. OC = 4 gen € 
IA 


LAB nc 
sen (B +C) 


Como al resolver todo el triángulo ya se ha calculado el log » 
utilizaremos la fórmula primera en el ejemplo numérico 


log 487,58 = 2,68804 
log b = 2,64420 
450179 = log 77045 | log sen 21? 16” = 1,55955 
B017e— 7794 
des 3= 5 log 28 = 4,89179 
28 = 77945 m* 
S = 38972,50 m* 


() Véase nota al pie ue la pág, 184. 
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38-d. Tercer caso. — Resolver un triángulo oblicuángulo y de. 
terminar su superficie dados sus tres lados. 


Datos) a = 1289 m A 
c= 656 m É E ra 


IncóaNITAS: A, B,C,S. 


Cálculo de A, B y C 


Podríamos hacerlo empleando el teorema del coseno, pues para 
A, por ejemplo, tendríamos : 





PLtd—e - 851% + 656* — 1289? 
2 bc 2.851.656 


cos A = 


pero esta fórmula no es logarítmica y exige efectuar tres eleyacio- 
nes a potencias, una suma, una resta, una multiplicación y una 
división para encontrar luego el ángulo A correspondiente al cose- 
no así obtenido. 

Para evitar estos cálculos, se prefiere utilizar las funciones de 
los ángulos medios que, como sabemos, están expresadas en base a 
los lados del triángulo y a su semiperímetro, mediante fórmulas 
logarítmicas. En la práctica, cuando se desean calcular los tres 
ángulos se utiliza la fórmula de la tangente, puesto que con cuatro 
logaritmos, solamente, se obtienen los de esas tangentes y el del 
área. Así se tendría: 


A / 2 D6—09 -y 547.742 
dE »(p—a) 1398.109 
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p =- 1308 
2 p.= 2796 
a = 1289 
b= 851 
o 65 
p—a= 109 
p—b= 547 
p=e=- 742 





log 1398 = 3,14551 
colog 1398 = 4,85449 











log 547 = 2,73799 
log 742 = 2,8704u 
colog 1398 = 4,85449 
colog 109 =3,96257 


2 log tg ? = 0,42545 








ia Al = 0,21273 
log 109 = 2,03743 
colog 109 = 3,96257 A - 58" 30' 
2 
0,21273 = log tg 58" 30 | A = 117 00 
21268 — 58” 30' 
dd 24 5 00 
B (p — a) (p —C) Z V 109.742 
a 2 p(p —D) 1398.547 





log 547 = 2,73709 
colog 547 = 3,26201 





161217 = log tg 1801 





log 109 = 2,03743 
log 742 = 2,87040 
colog 1398 = 4,85449 


2 log lg z = T.02433 


colog 547 = 3,26201 





B = 36” 02 








amas > E? log ta = 1,51217 
B 1801 
2 
C_,/Lb-o006-D |_ yv 109.547 
ha CN p(p—c) 1398.742 
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log 742 = 2,87040 
coloz 742 = 3,12960 





1,7976 = log tg 13* 29/ 





log 109 = 2,0374 3 
log 547 = 2,73799 
colog 1398 ="4,85449 


colog 742 =3,12960 


2 log tg z = 2,75951 


37478 — 13" 20 C . 
d=559 50 — o log tg mi = 1,37976 
v C 'o Y o U 
qa 13? 29 C = 26” 58 
Cálculo de S 


———_ 





Fónuota| S =V2 000-000 | - V1398:109.547.74 
8 - Vo 0) (PD (p=0)_ 


| log 1398 = 3,14551 
log 109 = 2,03743 
5,80567 = lo; 24888 | log 547 = 2,73799 
ant a | log 742 = 2,87040 
2 log S = 10,79133 

log S = 5,39567 S = 248680 m' 


39. Cuarto caso. — Resolver un triángulo oblicuángulo y de- 
terminar su superficie dados dos lados y el ángulo opuesto a uno 


de ellos. 


Datos) a = 63250 m 
b = 88750 m 
A = 40? 30' 


IncóaNITAS) B, C, c, S. 


Cálculo de B.— Habíamos estudiado, al tratar los criterios de 
igualdad de triángulos, que, dados dos segmentos y un ángulo, se 
podía construir un triángulo que tuviese esos elementos siempre 
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que el ángulo dado fuese el opuesto al mayor de esos segmentos. 
Si en cambio el ángulo dado se consideraba opuesto al menor de 
ellos podía haber dos triángulos, uno o ninguno, con tales elementos. 


Primer caso. — El án- 
gulo dado A es el opuesto 
al lado mayor. 


La solución gráfica em- 
pleada en la figura ad- 
junta, está dada de acuer- 





do con la analítica, puesto que: 


a 17 
sen A sen B 


siendo 











cumple la condición de ser menor que 1, como debe ser todo seno, 
desde que: 


como b<a y snA<l es bsnA<a .*. DMA 1 


Puede probarse que el ángulo B obtenido de la tabla es la única 


solución posible, porque su suplemento, aunque tiene el mismo seno, 
es obtuso y no puede oponerse al lado menor b. 


Cálculo de C 
O =180— (A + B)| 


Cálculo de e 








(+) 


c a a l a sen C 





sen C sen A sen A 


€*) Téngase presente la nota del pié de la pág 134 
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Cálculo de $ 
28 =absenC 


SEGUNDO Caso. — El ángulo dado A es el opuesto al lado menor. 


Si a<b y A es agudo y tratamos de construir un triángulo con 
esos datos puede suceder que no exista dicho triángulo (fig. 1); 
que exista uno solo (fig. 2) o que existan dos (fig. 3) 





Esta interpretación geométrica está de acuerdo con la analítica, 


que permitía calcular a B por la fórmula sen B= popa puesto 
que: 
CH = bem AZ A y 
sen Aza y porlo tanto sen B === sl 
a 


En el primer caso no existe B desde que el seno de un ángulo no 
puede ser mayor que 1, 


en el segundo caso existe B = 90% dosde que el seno de un ángulo 
recto es igual a 1; 


en el tercer caso existen B, dado por la tabla y Ba = 180? — B,. 


Los elementos C, e y S se calculan como se indicó en el primer 
Ps 5 A 
caso, y en el último caso hay que resolver dos triángulos AB,C 


y AB¿C. 


— 191 


OrservAcióN. — La discusión de este cuarto caso puede hacerse, 
también, analíticamente. es decir, independientemente de la inter- 
pretación geométrica que nos ha servido de guía. 


40. Aplicaciónes numéricas. — 1. Resolver el triángulo ABC da- 
dos a=6753 m, b= 5683 y A=79* 20”. 








Cálculo de B 


bsenA _ 5683. sen 7920" 
a 6753 





sen B = 


log sen B = log 5683 + log sen 79* 20” + colog 6753 
log 5683 = 3,75458 

log sen 79" 20” = 1,99243 

| colog 6753 = 4,17050 


log 0753 = 3,82050 
colog 6753 == 1,17050 











191751 = log sen 55* 487 
91772 — 50" 50" 
d=85 21— 2 


log sen B =1,91751 
B = 55 48' 





Cálculo de C 


C = 180% — (79? 20' + 55? 48') 


179" 60+ 
79*20, 
55" 48 C = 447 52 
135* 087 
44" 527 





Cálculo de e 


asenC _ 6753 sen 44" 52 
sen A sen 79% 20 


c= 





log e = log 6753 + log sen 44” 52 + colog sen 79* 20* 
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25 389056 
Log son s4*527 = T8t7 log 6753 = 3,82950 


as" 501 —T. 
d- 127 > 








log sen 44952 = 1,81817 


colog sen 79% 20" = 0,00757 
BORDE Log aSe78 
68556 — 48482 
d=9 1- 


log e = 3,68554 
c = 4847,80 m 





Cálculo de S 
28 = ab sen C = 6753.5683.5en 44? 52 
log 2 S = log 6753 + log 5683 + log sen 44? 52" 


log 6753 = 3,82950 
log 5683 = 3,75458 
7,43255 = log 27073700 | log sen 44" 52 = 1,84847 


o A log 28 =7,43255 
28 = 27073700 
| S = 13536850 m2 
A 
Ejemplo. — II. Resolver el ABC dados a = 9467 m, b = 11430 m 
y A = 1110. 
Cálculo de B, y Ba 
bsen A 14430.sen 11? 10' 

sen B, = - 





a 9467 


log 14430 = 4,15927 
log 9467 = 3,97621 


colog9487 = 02379 | log sen 11% 10' = 1,28705 





colog 9467 = 4,02379 
log sen B, = 1,47011 
d B,= 17? 10' 


1,47011 = log sen 17* 107 
47005 — 1710 
d=406 6 00r 
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Como a<b y A<90 hay otra solución 


By = 180 — B = 180 — 17” 10” = 162? 50". 


Cálculo de C, y de Cs 


C, = 180 — (119 10' + 17% 10) = 15140" ; 


; 


C: = 1802 — (11? 10! + 162% 50) = 6. 


Cálculo de c, y de cz 


9467. sen 151" 40' 
sen 11? 10' 
log 9467 = 3,97621 
log sen 151%40' = 1,67633 log sen 6” = 1,01923 
colog sen 11%10' = 0,52989 colog sen 11% 10' = 0,52989 
log c,= 4,18243 log Cz = 3,52533 


c= 15221 m Cc, = 3352,2 m 


ea _9467. sen 6? 
sen 11% 10' 
log 9467 = 3,97621 


e. 





Cálculo de S, y S, 


28, = 9467, 14430.sen 151? 40” | 282 = 9467.14430. sen 6* 
log 9467 = 3,97621 
log 14430 = 4,15927 


log 9467 = 3,97621 
log 14430 = 4,15927 


log sen 151% 40" = 1,67633 log sen 6 = 1,01923 
log 2 S,= 7,8181 log 2 S¿ = 7,15471 


S; = 32417500 S, = 7144650 nr» 
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Aplicaciones: 1. — Resviver. aplicundo las tablas del texto, y el triángulo ABC 
calcular su superficie, sabiendo que: 


Da =12m;b =18m y C = 40? 
R: B = 987 47' 18”; A = 41712 42”; e = 11,70 m. S = 69,42 mi, 


2) a =25m; c =42m y B = 50” 10' 
R: A = 36" 27' 20”; C = 937 22 40”; hb = 32,30 m. S = 403,15 mi, 


3) b=115m; e =87m y A =78* 50' 
R: B = 60% 09' 22"; C = 41*00'38"; a = 97,86 m. 8 = 4908 mi, 


4) a = 200m; b = 145m y C = 100% 20' 
R: A =47* 24' 26”; B = 32 15' 34"; € = 207,26 m. S = 14265 mi, 


B) a =28m;c =35m y B = 61* 40' 
R: A = 48 37 20"; C = 69% 42 40”; b = 32,84 m. 8 = 431,60 m', 


0) a=17m;b=12m y C = 5917 
R: A =77*12' 53"; B = 43 30' 07"; c = 14,987 m. S = 87,69 m8, 


7) a =748m; b =375m y C = 63 35' 30" 
R: A = 86% 23' 09; B = 30*01' 21”; e = 671,27 m. S = 125614,50 m, 


8) a = 0,59312 m; b = 0,22734 m y C —= 64” 38' 
R: A = 92* 51' 28”; B = 22? 30' 32; e = 0,53660 m. S = 0,060920 mt. 


9) a = 27,92 m; b = 42,38m y C == 39% 40' 
R: A = 40*28'17”; B = 997 51' 43; c = 27,458 m. S = 377,65 m', 


10) b = 85,249 m; c = 105,63 m y A = 50% 40' 24" 
R: B = 51% 5720; C = 77% 22' 16"; c = 83,732 m. S = 3482,83 mf, 
IL. — Resolver, aplicando cualquier tabla, el triángulo ABC y calcular su super. 
ficie, sabiendo que: 


11) b = 127,50 m; c = 287,40 m y A = 57% 24 
R: B = 26” 07'09”; C = 96% 28' 51”; a = 243,88 m. S == 15435,35 m!. 


12) a = 387,85 m; b = 500,50 m y C = 28? 34' 
R: A = 49? 14' 20; B = 102 11' 40”; c = 244,85 m. S = 46412 m*, 


13) a = 487,65 m; b = 326,48 y C = 24” 46' 
R: A = 119” 15' 23”; B = 35 58' 37"; € = 232,82 m. S = 33347,86 mi. 
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4) b= 204,58 m; C = 34250 m y A = 80? 16 
R: C = 06 3204; B = 33" 11'56; a = 363,10 m. S = 34526,43 m* 
15) a = 675,17 m; c = 103,98 y B = 127% 09 18” 
R: A = 46% 26'15”; C = 624'27”; b = 742,62 m. S = 27976,25 mi. 
18) a = 243,10m; e = 315,93 m y B = 22% 11' 
R: A =45* 18 C = 112 31; b =129,13m, S = 14499 mi. 
17) a = 675,28 m; e = 485,81 m y B = 55” 46' 08" 
R: A =79* 15'20"; C = 44 58' 32"; 6 = 568,27 m. S = 135618,75 mi. 
18) a = 876,57 m; b = 1200,75m y C = 28* 12' 20” 
R: A = 44% 03'02; B = 107? 44' 38”; e = 595,90 m. S = 248737,50 m 
19) b = 1287,50 m; ce = 2017,70m y A = 68” 48' 15” 
R: B = 37" 43'017; C = 73" 28' 44”; a = 1962,30 m. S = 1211083,30 m* 
20) a = 607,85 m; b = 581,48 m y C = 98* 45' 30” 
R: A = 41% 42/37"; B = 39% 31' 53”; c = 902,92 m. S = 174670,80 m* 
III. — Resolver, empleando las tablas del tezto, el triángulo ABC y calcular su 
superficie, sabiendo que: 
21) a =58m; B =57* y C =63* 
R: A =60% b = 56,17 m; e = 59,87 m. S = 1451,33 m'. 
22) a =125m; A =72* y B = 59 
R: C = 49% hb = 112,66 m; c = 99,19 m. S = 5314,11 mi, 
23) c = 327 m; A =63" y C = 55% 
R: B = 62%; a = 355,69 m; b = 352,46 m. S = 51347,50 mi, 
24) b =100m; A =50* y C = 100% 
R: B = 30% a = 153,58 m; c = 196,96 m. S = 1195,72 m3, 
25) b= 28,40 m; C =37* y Á = 82 
KR: B =61% a = 29,89 m; e = 18,165 m. S = 237,45 m!, 
26) a =80m; B=25%30" y C = 47% 50' 
R: A = 106% 40; b = 35,95 m; c = 61,896 m, S = 1065,86 mi, 
27) € = 4380 m; A = 5640 y C =70* 20! 
R: B = 53% a = 425,87 m; b = 407,01 m. S = 81.627,50 mt, 
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28) e = 275,20 m; B =57*26' y C = 48 36' 
R: A => 73" 58'; b = 309,19 m; a = 352,60 m. S = 40,890 mi, 


29) a =0,627 m; B =46"23' y A =46*23' 
R: C =87*14'; b =0,627 m; e = 0,865 m. S = 0,196336 mi, 


30) b =2,625m; B =05*36' y Á = 54%17' 
R: C = 60%07'; a = 2,3402 m; c = 2,4991 m. S = 2,6633 mt. 


IV. — Resolver, empleando cualquier tabla, el triángulo ABC y calcular su super- 
ficio, sabiendo que: 
81) b =187,50m; A = 5842 y C =79* 18' 
R: B = 51% a = 296,15 m; e = 227,15 m. S = 18195,83 m4, 


82) a =255,70m; A =72*18' y B = 40% 26' 

R: C =67*16'; b = 174,076 m; c = 247,55 m. S = 20526,82 mt, 
33) b = 343,15m; A = 123% 40' 20” y C = 36* 12' 15" 

R: B = 20%07' 25”; a = 830,06 m; e = 589,13 m. S = 84.124 m, 
84) e = 878,85 m; A = 49" 15' 20” y B = 63? 18' 40” 

R: C = 67* 26'; a = 721,05 m; b = 850,34 m. S = 283100 mí, 
35) a = 1257,80 m; B =70*05' 15” y C = 51% 04' 08” 

R: A = 58 50' 37"; bd = 1381,94 m; e = 1143.34 m. S = 67062,50 mo, 
36) c =227,22m; Á =47*23' 18" y C = 70% 16' 49" 

R: B = 62% 19' 53"; a = 177,64 m; b = 213,78 m. S = 17875 m*, 
87) b = 2427,50m; A =14* 15' y B = 677 22 48" 

R: C = 98" 22' 12; a = 650 m; c = 2613,50m. S = 784055,50 mt, 
38) b = 165,68 m; C = 68 12' 15" y A =71* 13' 30" 

R: B = 403415"; a = 241,18 m; c = 227,28 m. S = 16257,69 mi, 
39) e = 3456,40 m; B = 133" 13'05" y C = 21*14' 20” 

R: A = 25%32' 35 b = 6953,20 m; a = 4114,10 m.S = 5181300 mt, 
40) a = 675,28 m; A = 7915'20%; B = 55% 46'08” 

R: C = 44? 58' 32"; b = 508,27 m; c = 485,81 m. S = 135615,60 m. 
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V. — Resolver, empleando las tablas del texto, el triángulo ABC y calcular su super- 
Jicie, sabiendo que: 


41) a =15,b=2%myc=16m 

R:A = 20*00' 23"; B = 138 35' 24, C = 2172412", S = 79,37 mi 
42) a =2mb=7myc=25m 

R:A = 815708"; B = 1605" 44"; C = 8195708". S = 86,638 mi. 
48B)a-=10mb=7myc=5m 

R:A = 111*48'12"; B = 40932 101; C = 273938", S = 16,24 mi, 
44) a = 304 m;b = 361 myc = 582 m 

R:A = 26% 19 26; B = 3146/30; O = 12195404, S = 46584,44 mi 
45) a = 155 m;b = 205myc = 180 m 

R:A = 46%55' 40; B = 75% 02 40"; C = 5801/40", S == 13477,50 mes 
46) a =20m;b =16myc = 12m 

R: A = 90% B = 5307/48; O = 365212, S = 96 m', 
47) a = 425m;b = 206 myc = 357 m 

R:A =80*37'17",2; B = 4324 20,8; C = 55% 58' 22", 8 m 52128,78 ms 
48) a = 24,50 m;b = 36,40 m y c = 28,30 m 

R:A = 42*13'37",2; B = 86" 51* 09”,2; C = 5055 23",8, S = 346,15 m0, 
49) a = 45,30 m; b = 68,50 m yc = 87,20 m 

R:A = 3057/47"; B = 5104/33"; C = 9757/40". S = 1635,82 mt, 
80) a = 482,60 m;b = 354,20 m yc = 243,20 m 

R:A = 106% 16' 54"; B = 4447 20"; C = 28%55'46", Sm 41343,63 mt 
VI. — Resolver, empleando cualquier tabla, el triángulo ABC, sabiendo que: 
51) a = 127,50 m; db = 207,60 m y c= 104,40 m 

R: A = 29 27' 48"; B = 126? 47" 12; C = 2345”. S = 5330,25 mi, 
82) a = 485,75 m; b = 312,64 m y c=61245m 

R: A = 51%47'16"; B = 3022 40; C =97%50'04", S = 36570,70 mt, 
83) a = 790,80 m; b = 1248,50 m y c = 948,84 m 

R:A =39% 17/24"; B =yl* 15 46"; C = 49% 26' 50”. S = 375075 mi, 
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54) a = 2176,80 m; b = 4001,75m y c = 3678,49 m 
R: A = 32*35' 14”; B = 81? 54' 28; C = 65 30' 26”. S = 3964272 mi, 


55) a = 12.748 m; b = 9753 m y ce = 10.754 m 

R: A =76* 42; B = 48*07'12"; C = 55” 10' 48”, S = 51035000 m, 
56) a = 529,37 m; b = 716,49 m y c = 635,21 m 

R: A = 45” 37' 18"; B =75* 19' 32; C = 59* 03' 10”, S = 162646 mi, 
67) a = 682,35 m; b = 520,63 m y e = 316,23 m 

R: A = 106? 40' 40"; B = 46” 57' 42”; C = 26” 21' 38”, S = 78869 mi, 


58) a = 97,862 m; b = 105,98 m y c — 138,72 m 

R: A = 44% 42167; B = 49*37' 26; C = 85 40' 24”, S m 5170,95 m'. 
59) a = 2358 m; b = 4286 m y e = 5428 m 

R: A=24" 41' 50”; B=49* 24' 54"; C=105" 53' 16". S = 4860111,10 m*. 


VIL — Resolver, empleando las tablas del texto, el triángulo ABC y calcular mw) 
«uperficie, sabiendo que: 


60) a =51m;b=36m y Á = 64? 
R: B = 3922 41; C =76%37' 19"; c == 55,20 m. S = 893,04 mt. 


61) b =622m; c =748m y B = 26? 
R: A, =122* 11'09”; C,= 31* 48' 51": az = 1200,86 m. S, = 196877,20 m* 
Ay= 5*48' 51”; Cy =148" 11' 09”; a = 143,74 m. Si = 23565,50 mt 
62) a = 27m; b =4lm y A = 36” 
R: B, = 63% 11' 50”; C, = 80% 48' 10”; cy = 45,34 m. Si = 546,87 ma, 
B, = 116" 18' 10; C1 = 27” 11' 50; cy = 20,99 m. Sy == 252,98 m*. 
83) 0 = 56m; c=56m y B =60* 
R: UC = 60% A = 60% a = 56 1n. S = 1309,84 m, 
54) a = 34m; 3=75my A =28* 
R: B =24* 46' 56”; C = 127” 13' 04”; c = 1420 m. S = 2508,50 m?. 
65) a = 16m; c = 64m y C =76* 20' 
R: A = 44? 18, B = 59% 22'; b = 56,67 m. S = 1266,56 m, 
66) a = 24,50 m; hb =31,40m y A =77*30' 
R: B = 4937/11”; C = 52* 52 49”; c = 25,645 m, S » 393,10 mi, 
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07) b = 284 m; c = 303 m y C = 54 10 

R: B = 41" 51'52"; A = 83" 58/08"; a = 423,20 m. S = 48719 m3. 
08) a = 324 m; b =324m y B = 56" 33' 

R: A = 56* 33; C =66*54'; e = 357,18 m. S = 48280 m. 


VII. — Resolver, empleando cualquier tabla, indicar el número de soluciones y 
salcular la superficie del triángulo o triángulos que resulten, sabiendo que: 
69) a = 1064 m; b = 2350 m y B = 108” 107 
R: A = 25% 28' 47"; C = 46% 21" 13"; e =1789,75 m. S = 904.666 mi, 
70) a = 1200 m; b = 2000 m y Á = 36% 52' 12 
R: B = 90% C = 53 07' 48"; € = 1600 m. S = 960.000 m?. 
71) b = 476,80 m; c = 518,30 m y B = 33% 50' 
R;C(,= 37*14' 42"; A, = 108% 55' 18”; az = 810,10 m. S, = 116888,89 m 
C, = 142% 45' 18"; Ay =  3"24'42%; a, = 50,98 m?. Si=  7353,10m 
72) a = 696,75 m; b = 857,88 m y A = 29" 56' 
R: B,= 37*54' 26"; C, = 112% 09 34"; c1 = 1293,18 m, S, = 270487,50 0 
B, = 142% 05'34";C,= 7%58'26";c = 193,70m.Sy= 41459 
73) a = 31.239 m; b = 49.001 m y A = 32" 18' 
R: B, = 56% 56' 56; C, = 90% 45' 04"; c, = 58.416 m. S,=765310340 1" 
B, = 123" 03' 04"; C4 = 24% 38/ 56"; c4 = 24.332 m. S¿=319214235,65 m 
74) b = 216,45 m; c =177,01 m y C = 35* 36' 20" 
R: B, = 45*23'28"; Az = 99% 00' 12”; a, = 300,29 m. S¡= 18921,25 m* 
B, = 134” 36' 32"; Az = 9%47'08"; ay = 51,67 m. Sy = 3255,07 11. 
76) a =77,04m; b =91,06m y A = 41* 13' 
R: B, = 51%09' 06"; C, =87*37' 54"; cy = 116,82m. $S, = 3504,50 m. 
B, = 128* 50' 54; Cy = 9%56' 06; cy = 20,172m. Si = 695,15 m* 
76) a = 341,91 m; b =745,91 m y A =43*35' 39" 
R: No tiene solución, pues a < b.senA. 
77) a = 9.467 m; b =14.433m y A =11* 14' 18 
R: B,= 17%17'06”; C, = 151* 238/ 36"; e, = 23.196 m. S; = 32623.571 m3, 
B, = 162% 42 54%; Cy =  6%02' 48"; 64 = 5116,90 m. Sy = 13315.000 m? 
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Tb) au == L4s,TU mm, d = 407,95 m y A = 601510" 
R: Bi = 755540; C, =67%49' 10 cy = 359,45 10m. S1 = 46075 1, 
B, = 104% 04' 20; Ca = 39% 40' 30%; (1 = 268,51 m. Sy = 32387,85 1%. 





IX. — Calcular el radio de la circunferencia circunseripta al triángulo ABC* 
sabiendo que: 


19) a =13m;b=23m y € = 557 40 R: 9,60 m 
2%) b =180m; A = 53% 40' y C = 48* 30" R: 92,07 m 
(Téngase presente el ejercicio III del capítulo VII, págin: 247) 


X.—Calcular el radio p de la circunferencia inscripta en el triángulo ABC, anbiendo 





L—-0P—-0P—-0 
Pp 
R: p — 29,90 m 


que: a =120m, b=9m y c = 105 m y que p = V 


APLICACIONES DE LA RESOLUCION DE TRIANGULOS 


Al tratar de medir en el terreno la distancia entre dos puntos, no 
siempre es posible obtenerla directamente, por eso se recurre a la 
formación de uno o más triángulos auxiliares, uno de cuyos lados es 
la distancia buscada, Como para resolver un triángulo es necesario 
conocer uno de sus lados, por lo menos, es indispensable efectuar me- 
diciones directas de longitudes y también de ángulos. 

Conviene hacer notar que, en la práctica, es mucho más difícil y 
menos precisa la medición de longitudes que la de ángulos. Mien- 
tras estos últimos se obtienen fácilmente mediante simples lecturas 
en aparatos apropiados, como son los teodolitos, que llegan a apre- 
ciar hasta el segundo sexagesimal, la medida de una longitud en 
el terreno requiere aplicar la unidad de longitud (un decámetro, 
cinco decámetros o un hectómetro) materializada por cademas o 
cintas metálicas, una a continuación de otra siguiendo una alinea- 
ción, y en terrenos que no son ni aproximadamente parejos. Es fácil 
darse cuenta que, con ese procedimiento, los errores pueden acumu- 
larse por más cuidado que se ponga al medir, razón por la cual, en la 
práctica, se evita en lo posible la medición directa de longitudes, 

, 
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De lo anterior se deduce que, como la medición directa de longi- 
tudes en el terreno está afectada de errores de cierta magnitud, 
noO es necesario extremar la precisión en la medición de los ángulos. 
Por eso, en la práctica de la Agrimensura, los ángulos suelen medir- 
se con una aproximación de 20 segundos. 


4l-a Problema I.— Calcular la distancia entre dos puntos ac- 


cesibles e invisibles uno de otro, cuando no se puede medir direo- 
tamente, 


Sean los puntos accesibles A 


y B cuya distancia AB quere- 
mos hallar. Como entre A y B 
se interponen obstáculos, la ca- 
sa y los árboles, que impiden la 
medición directa de esa distan- 
cia y, además, los hacen invi- 
sibles el uno del otro, elegimos sobre el terreno un tercer punto 
C desde el cual son visibles A y B y tal que se pueden medir, direo- 
tamente, las distancias CA y CB y el ángulo ACB. 

Con estos datos resulta que el lado AB del triángulo ABC, se 
puede obtener en la forma que se indicó al resolver un triángulo 
oblicuángulo, conociendo dos lados y el ángulo comprendido (n* 
36-a). 





C 


ArLicacióN.—Calculas con los datos del croquis la distancia AB. 


Como las longitudes de los la- 
dos están expresadas por núme- 
ros de cuatro cifras, y el ángulo 
está expresado en segundos, es 
más conveniente trabajar con lo- 
garitmos, como se observó en el 
primer caso de resolución de a 
triángulos oblicuángulos. B 





a=/893m € 
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A+B = 180 —1 


—B 
y 


a—b dí Cc 


08 12 = 71? 48' 
1893 — 1628 





2 a+b 


log 3521 == 3,54667 
colog 3521 = 1,45333 


d 2 1893 + 1628 


log 265 =2,423 Y 
colog 3521 =4,45333 
log cotg 54” 06” =1,85966 











log cotg 54" 06” = T,85966 





d = 268 


72,73624 = logtg 3? 07 09” 


71940 — 3 00 
1= 2352 1684 — 09» 





log tg az =2,73624 
A—B 
2 
A—B = 614 18" 
A+B =71%48' 
2A =78*02' 18” 
A = 39" 01' 09" 


3 07' 09” 


Aplicando el teorema del seno, se tiene: 


a.senC 


e= 


1893. sen 108” 12 





log sen 71? 48/ /= 197771 


719 40 — T,97738 
d=ál y 33 


log sen 39? 01' 09” 


1,79887 
d= 156 109" = 1,15 18 
colog sen 39% 01' 09 = 0,2095 


39? 00 





3,45581 — 285633 


45576 — 2856 
d=15 5 33 


senA — senBg 0109 





log 1893 = 3,27715 
log sen 719 48" =197771 
colog sen 39? 01 09” = 0,20095 


1893 . sen 71* 48' 
sen 39? 01' 09” 


= cotq 54? 06' 


log c= 3,45581 
ce = 2856,33 m 
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41-b Problema II, — Calcular la distancia de un punto acce- 
sible a otro inaccesible que se ve desde el primero. 


Si A es el punto inaccesible, B 
el accesible, siendo ambos mutua- 
mente visibles, elegimos en el te- 
rreno un tercer punto C desde 
el cual son visibles A y B y me- 
dimos directamente la distancia / 
BC y los ángulos B y C. 

Con 1 estos datos, resulta que el 
lado AB del triángulo ABC se puede obtener en la forma que 
se indicó al resolver un triángulo oblicuángulo conociendo un lado 
y los dos ángulos adyacentes (n% 37-c). 





a.senC a.sen C hh a.sen C 
A 2 - M5 AB —_—_—_—— 
sen A sen [180 — (B + 0)] sen (B + C) 


pe MN 
APLICACIONES. I.—Si BC=58m, B=34* 30 y G= 104* 10', 
se tiene por el teorema del seno: 


AB = 58 m. sen 104? 10' 58 m. sen 75” 50' 
sen (34* 30” + 104? 10') sen 41? 20' 





AB = 381m.0,9696 _ 85,155 m 
0,6604 


A ZN 
IL. Si BC =324,65m B=68%3420 y C=17%13' 40" 


ES 324,65 m. sen 17? 13' 40" _ 324,65 m.sen 17” 13' 40" 
sen (68? 34' 20" +17” 13' 40") ip sen 85” 48' 
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log 324,65 = 2,5131 








3246 — 51135 log 324,65 = 2,51135 

A ÉS log sen 179 13' 40” = T;47154 
log sen 17 13' 40" = 147154 | — colog sen 85” 48' = 0,00117 
e log AB = 1,98406 


109 AB = 96,395 m 


log sen 85* 48" = 1,9983 








sen 85*40' — 1,99876 
4-0 8 7 





oolog sen 85* 48” = 0,00117 


1,98406 = log 96,395 








98403 96 39 
des 3 5 


41-c Problema II. — Calcular la distancia entre dos punto: 
visibles uno del otro, cuando no se puede medir directamente, 


Si los puntos A y B cuya distancia queremos medir son visihle- 
uno del otro y accesibles, pero hay inconvenientes en el terreno pará 
su medición directa, como sería, por ejem- 
plo, un bañado o estero, se podría calcu- 
lar esa distancia como se hizo en los pro- 
blemas del tipo 1 o IL 

Pero teniendu presente que siempre se 
cometen errores en la medición de longitu- 
des y la facilidad para resolver el problema 
1. resulta que este último es el camino más 
preciso y fácil para obtener la distancia bus- 
cada. Luego hastará elegir un tercer punto 
€ desde el cual se vean A y B, y seu tal que la distancia BO se desen- 
vuelva en una parte del terreno apropiada para su medición di 
recta, medir los ángulos B y C y aplicar la fórmula anterior: 





AB = a sen O 
sen (B + C) 
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42-2 Determinación de alturas. — Otra aplicación, sumamente 
útil, de la resolución de triángulos es el cálculo de alturas de edifi- 
cios, torres, árboles, accidentes del terreno, ete. Para eso se eligen 
triángulos que tengan como uno de sus lados a la altura buscada 
y una base sobre el terreno adyacente a la misma; se miden los 
ángulos que permiten la resolución de esos triángulos. 

Damos a continuación algunos de los problemas más comunes. 


ProsLemA 1. — Calcular la altura h sobre el terreno de un pun- 
to Il, siendo accesible el pie A de esa altura. 


Se elige un punto C sobre el terreno 
desde el cual son visibles el punto H y 
el pie A de la altura h buscada y fácil- 
mente medible su distancia CA a A. Los 
puntos H, A y C determinan un triángu- 
lo TAC, del cual son elementos la altu- 
ra HA=h, la base CA =>) y el ángulo 
y bajo el cual se ve la altura h desde el 
punto elegido C (ángulo de elevación). 





MN 
Primer 0450. — El ángulo A= 90%, 


El valor del cateto h está dado por la fórmula: 


| =b.tgx 


EJEMPLO. — Cuando se tiene un árbol 
plantado verticalmente en un terreno 
horizontal, 





Si b = 28,50 m y y = 4227" es 
tx 42%27" 09187 | h =28,50m.1g 42% 27 = 
ca a = 28,50 m . 0,9147 = 26,07 m. 
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SEGUNDO Caso. — El ángulo A 2 90%. 

En este caso, no se ha podido encontrar un punto C sobre el plano 
horizontal que pasa por A, sino que está debajo o sobre ese plano. 

Desde C se mide, con ayuda de un goniómetro, un teodolito por 
ejemplo, además del ángulo HICA = y, el HCM=53 que forma !a 
visual dirigida a H con el plano horizontal que pasa por €, y con 
una cinta métrica la distancia CA= b. 


db sen y 


A e 
En HAC es HA =h = 11) 





sen H 
A ZM 
>» HMC » H =90—3 


y sen H = sen(90 —3) = cos 3 





y sustituyendo en [1] da: 


bseny | y 


h E 
cos 3 





ApLIcaciÓN. — Si CA =50,35m, y = 2315 y 3 =40*10 


50,35 . sen 23" 15' 
es do AAAAAOAAÁÓ 
cos 40? 10 
log sen 23? 15' == 1,59631 
29" 10' — 1,50484 log 50,35 = 1,70200 
- — 147 _ 
a 7 log sen 23” 15' = 1,59631 
colog cos 40” 10” = 0,11681 
log h = 1,41512 





log cos 40% 107 = 1,88319 
colog cos 40% 10 = 0,11681 





1,41512 = log 26009 h = 26,01 m 
41514 2601 
d=17 2 1 


(s) Como La = 20d resulta A = been y. sec3 fórmula conveniente cuando se trabaja von 
cos 3 


tablas que dan logaritmos de secantes. 
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M.Si CA =CA' = 20m y =32% 10,3 = 180 30", h' = 1,40m 


250.sen 32? 10' 
cos 18? 30' 


se tiene HA'= 





A, 1) 250.0 
Md HA'= 250.0,5324 =140,35 m 
0,9483 





h = 11 + h' = 140,35 m + 1,40 m = 141,75 m 
42-b Problema 11. — Calcular una altura h cuyo pie es inac- 


cesible desde los puntos B y C situados en el plano horizontal que 
pasa por su pie, 


- Primer caso. — La recta BC pertenece al plano vertical que con 
tiene a h. 


Se hace estación con un teodo- 
lito en los puntos B y € y se mi- A 
den los ángulos $ y y que las vi- 4 
esos puntos al extremo superior h 

TA 


+ 
7 
Y 
A 
A 
> 
de la altura buscada, forman con pe 


A 
e 
suales BH y CH, dirigidas desde dl / 
. Y f 

el plano horizontal. Se mide lue- Ab AÑ 
go la base BO=b y se tiene: ¿E OS 

A 

En CAH rectángulo, A 











= CH. sen y (0 
A a. 
y en BOM ele Bi A 
sen H 

pero 1=6+H luego H =y—8B 

EH db sen B 
por lo tanto CH = ti 

uE y sustituyendo en [1 

resulta q A A 


sen (y — P) 
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APLICACIÓN. — Calcular con los H 
dutos del croguis la altura h de Y 
La torre. dl ; 

AY 

má ¡ 

55,45 sen 40 20' . sen 70? 50' eS / 
sen (70? 50' — 40? 20") Ni Lo 





8 b:3s4mC A 


log son 30* 30* == 1,70547 log 55,45 = 1,74390 
colog sen 30* 30" = 0,20453 log sen 40? 20” = 1,81108 
log sen 70% 50" = 1,97523 
colog sen 30% 30” = 0,29453 
1,82474 = log 06994 AAA 
S2471— 6679 log h = 1,82474 
d=7 3 4 h = 66,79 m 
Suaunpo caso.— La recta BC es perpendicular al plano vertica 
que contiene a la altura y pasa por el punto B. 









H Se elige un punto B sobre el terreno 
SS en el plano horizontal que pasa por el 
NX Cpié A de la altura y se busca otro punto 
h AS e C, en ese mismo plano, que sea tal que 
SS a la visual dirigida al mismo desde B for- 

a es E me un ángulo de 90? con la BA. 


A e B Esto se consigue facilmente con un teo- 
dolito en el que el cero del círculo azimutal esté sobre BA, mo- 
viendo el anteojo hasta leer 90 en ese círculo, y haciendo que 
un ayudante provisto de una mira se mueva hasta que la imágen 
de ésta se vea sobre el hilo vertical del retículo. 

Luego se hace estación en el punto C a donde se llegó con la 
mira, y se mide el ángulo y, que forman las visuales dirigidas des- 
de Ca B ya la altura. Se mide por último la base BC =a4. 


A 
En el HAB recto en A, se tiene: h=cC.tgQ 


A 
y como en ABC — >» > B,es c=4a.tg y 
resulta h=atg 1.tgB 
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EsempLo: Si a=180m , f=42*10' y 


h = 180 m. tg 377 20' . tg 42210" 


3=37*20' es 


2,09461 = log 124,34 


09447 — 1243 
u— 4 


log 180% = 2,25527 
log tg 3720” = 1,88236 
log tg 42910" = 1,95698 
log h = 2,09461 
h = 124,34 m 





TrekO0ÉR Caso. — La recta BC no pertenece a un plano vertical 
que pasa por h, 


Se hace estación en los puntos B y C H 
y se miden los ángulos f$ y y que las vi- 4 
suales BH y CH dirigidas desde esos 0 
puntos al extremo superior de la altu- 74 ' la 
ra buscada, forman con la base BC y Pp 


uno, a por ejemplo, de los que forman 








una de las visuales, la CH, con su pro- 4 
yección sobre el plano horizontal. Se mi- 
de la base BU=) y se tiene: 
A 
En CAH rectángulo: kh = CH. sen a 100] 
A 
yen CHB es 0H=:M0 
sen H 
y como sen H = sen [180 — (8 + y)] = sen (8 + Y) > 
= db sen B 
resulta CH = ———=— y sustituyendo en [1] da 
sen (8 + y) só E 
há b.sen B. sen a 
sen ($ + y) 
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APLICACIÓN. — Desde dus puntos B y C situados sobre uma ho 
rizontal y separados de 1000 m, se ha observado, simultáneamente, un 
globo sonda H, y medido el ángulo de elevación a = 48% 10' y los 
ángulos P=103" 20" y y =68* 40'. Calcular la altura del globo 
con respecto al plano horizontal de las estaciones. 


1000 sen 103? 20” . sen 48" 10' 
sen (103 20" + 68 40') 


1000 . sen 76” 40' sen 48? 10' 
sen 8? 


ho 





log 1000 = 3,00000 
log sen 76" 40” = 1,98813 
log sen 48" 10” = 1,87221 


log sen 8” = 1,14355 
colog sen 8* = 0,85645 








colog sen 8” =0,85645 
3,71079 = log 5209,3 A 
71675 — 5209 log h = 3,71679 
d=9 4 a 
h = 5209,30 m 


Aplicaciones: 1. — Calcular la distancia entre los puntos A y B accesibles pero ne 


" mutuamente visibles, sabiendo que sus distancias a un punto C son: a) AC =180 m, 


LaS 


"BC =80 m y que ACB =72*15': R:173,25 m; b) AC =125m, BC =109,50 m y 
PS SN 


ACB = 96" 15': R: 174,09 m; e) AC = 550 m, BC =980 m y ACB = 26* 10' 
R: 5485m 


TL. — Calcular la distancia entre el punto accesible B y el inaccesible A pero w- 
sible desu B, sabiendo que: 


e, PS SS 

a) BC =400m, ABC =38*20' y ACB = 56* 30' R: 334,76 m 
a ZN IN 

b) BC =180m, ABC = 5640 y ACB = 100% 50' R: 461,98 m 
Y MN Pas 

e) BC =1200m, ABC = 48*15'20" y ACB =564” 1230"  R: 1169,60 m 


TI. — Hallar la distancia entre los puntos A y B situados en márgenes opuestas 


de un río sabiendo que se han medido sobre una de éstas la base BC = 600 m y los 
LAS N 
ámgulos ABC = 36” 15'40” y ACB = 40? 12' 20" R: 398, 40m 


— sm 


1V.— Caiomur la altura de un poste ciavado vermealmente en un terreno 
horigontal subiendo que se lo ve desde una distancia de 120 m bajo un ángulo 
R: 21,52 m 

V.— Calcular la altura de una torre de antena de radio, sabiendo que está 
emplazada en un terreno horizontal, que se la ve desde dos puntos situados en wn 
mismo plano vertical que pasa por su eje y que distan 200 m, bajo ángulos de 
elevación de 20% 15 y 31% 40" respectivamente. R: 183,60 m 


VL — ¿Cuál es la altura de una torre situada en un plano horizontal, si el 
ángulo de elevación de la misma crece de 30920” a 49050, al avanzar 160 m 
en dirección a la torre manteniéndose en el plano vertical que pasa por su eje! 

B: 184,98 m 


VI. — Calcular la altura a sabiendo que está en un terreno que forma un 
ángulo de 159 con el horizontal y que el ángulo de elevación de la misma, desde 
un punto que dista 100 m de su pie, es de 28910. BR: z= 64,718 m 


VINO. — Desde un punto situado a 125 m del pie de una altura x y en un 
terrsno que desciende hacia ela formando un ángulo de 8912 con el plano ho- 
risontal que pasa por ese punto, el ángulo de elevación de esa altura es de 
20024, Hallar z. B: 2= 44,578 m 


IX. —¿4 qué distancia del pie de una altura de 42 m se encuentra un 0b- 
servador si se lo ve desde el extremo superior de la misma, con un ángulo de 
depresión de 340301 R: 61,11 m 


X.—Dos observadores, separados por 1Km, están en el plano vertical que 
pasa por el centro de un globo, y de una misma parte de él, y lo ven bajo 
ángulos de elevación de 69015 y 39023 respectivamente. ¿A qué altura se 
encuentra el globo? Idem si los observadores se encuentran en distintos semi- 
planos respecto de la vertical que pasa por el centro del globo. 


19) R: 1191,51 m 2%) R: 626,171 m 
XL — Ballar la altura x sabiendo que desde los extremos de una base a = 350 m 


alabeada con esa altura (véase problema Il, segundo caso, n* 42 b) se han medido 
los ángulos: 


a) P = 2630" y y = 56* 40' R: 265,325 m 
D) B = 5640" y y = 56” 40' R: 809,116 m 
€) $ =36*15'20" y y =43*27'15" R: 234,194 m 


XII. — Hallar la altura de una montaña sabiendo que desde los extremos de una 


buso CB = 3500 m alabeada con esa altura (véase problema 11, tercer caso, n* 42 b) 
ve han medido los ángulos a =652%15'20", B=22%50 y y = 3559 40": 
R: 1255,23 m 


CAPITULO XI 


TRIANGULOS ESFÉRICOS 


PROGRAMA. — Triedro central correspondiente. Lados y ángulos. Suma de los 
ángulos: exceso esférico. Clasificación de los triángulos esféricos. Triángulos 
esféricos suplementarios, Teoremas fundamentales de la trigonometría esféri- 
ea: Teorema del seno. Teorema del coseno. Analogías de Delambre y de Neper. 


43-2. Definición de triángulo esférico. —Se llama triángulo 
esférico, al conjunto de los puntos de una superficie esférica inte- 
riores a un triedro que tiene por vértice al centro de la misma, es de- 
cir, a la intersección del triedro y la superficie esférica. 

El triedro dado se dice que es el central correspondiente al trián- 
gulo que determina. 





N 
EsempLo. — El triedro O.ABC es el triedro central correspon- 


4 
diente al ABC. Los puntos A, B y C, en los que las aristas del 
triedro cortan a la superficie esférica, se denominan vértices del 
triángulo. 
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Lados y ángulos, ——Se llaman lados de un triángulo esférico, 
a los arcos de cireunferencia máxima que tienen por ángulos cen- 
trales a las caras del triedro correspondiente, y ángulos interiores 
del mismo, a los diedros del triedro correspondiente cuyas aristas 
pasan por los vértices del triángulo. 

Como la medida de un diedro es igual a la de su sección normal, 
ésta puede ser, para el caso de los ángulos de un triángulo esférico, la 
formada por las tangentes a los lados del triángulo esférico en el 
vértice común a los mismos, 

Obsérvese que los lados y ángulos de un triángulo esférico están 
expresados en grados, minutos y segundos, pues los primeros son 
arcos de cireunferencias máximas y los segundos están medidos por 
secciones normales de diedros, que también son ángulos planos, 

Resulta, también, de acuerdo con la definición, que los lados y 
ángulos de un triángulo esférico son ángulos convexos, por tener 
el mismo valor que los elementos de un triedro. 


A 
Eyumpro. —Los elementos del ABC son 


e AN PS A mo A : 
Lados (AB=AOB=c , ÉC =BOC=a y ÁC=A0C =b 
DA DMA DMA 
Angulos [ A=d0A , B=40B y C=d0C 


43-b. Suma de los ángulos: exceso esférico. — De la defini- 
ción de triángulo esférico, resulta que las propiedades estudiadas 
para los triedros son válidas para los triángulos esféricos, sin más 
que cambiar las frases caras del triedro por lados del triángulo esfé. 
rico y diedros del triedro por ángulos del triángulo. 

Así, por ejemplo, como la suma de los diedros de un triedro es 
mayor que dos diedros rectos y menor que seis, resulta : 


SUMA DE LOS ÁNGULOS DE UN TRIÁNGULO ESFÉRICO. — La suma de 
los ángulos de un triángulo esférico es mayor que dos rectos y me: 
nor que seis. 

IN IN IN a 


A Mm 
En símbolos: en ABC es 2R<A+B+C<6R 
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Exceso ESFÉRICO. — Se llama exceso esférico de un triángulo es 
férico, a la diferencia entre la suma de sus ángulos y dos restos: 

En símbolos: Si llamamos 2€ al exceso esférico de un triángulo 
esférico, tendríamos para el triángulo ABC: 


DN N 


WINE 
2e=(A+B+C0)—2R 


44-a. Clasificación de los triángulos esféricos, — Según sus 
ángulos los triángulos esféricos se clasifican en: oblicuángulos, mo- 
norrectángulos o rectángulos simplemente, birrectángulos y trirree- 





tángulos, según que carezcan de ángulos rectos (fig.1) o tengan uno 
(fig. 2), dos (fig.3) o tres (fig. 4) ángulos rectos, respectivamente, 


44-b. Triángulos esféricos suplementarios. — Dos triángulos 
esféricos se denominan suplementarios cuando lo son sus triedros 


correspondientes. 
Conskeouncia, — Los lados y ángulos de un triángulo esférico 
son los suplementos de los ángulos y lados, respectivamente, del 
triángulo suplementario. 
En efecto: en los triedros centrales correspondientes a esos trián- 
gulos, las caras y diedros de uno son suplementarios de los diedros 
y caras del otro, por ser triedros suplementarios. 
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TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA TRIGONOMETRIA ESFERICA 


45-4. Teorema del coseno de un lado. — RELACION ENTRA 
LOS TRES LADOS Y EL ÁNGULO OPUESTO A UNO DE ELLÓS. — En todo 
triángulo esférico, el coseno de 
un lado es igual al producto de 
los cosenos de los otros dos, más 
el producto de los senos de esos 
mismos lados por el coseno del 
ángulo opuesto al primer lado. 


a 
Hip.) ABC. 


Trsis) cosa = cosbcosc + 





+ sen bd sen c cos A. 


Dexmosr.) Por un punto cualquiera M de la arista OA trazamos la 
sección normal del diedro de arista OA, y llamamos N y P a las 
intersecciones de sus lados con las rectas OB y OC, respectivamente. 

Uniendo N con P resultan los triángulos MNP y ONP que tienen 
común el lado NP. Expresando en ambos el valor de ese lado de 
acuerdo con el teorema del coseno (n?32'a ), se tiene: 


A 2... q .. A 
en MNP. es NP! =M MN*—2.MP.MN.cos A 


Pr 
A e == e 
yenONP es NP? =0P* + ON? —2.,0P .ON .cosa 


luego por consecuencia del carácter transitivo, se tiene: 


MP” + MN*—2 MP. MÑ cos A = 0P* + ON? —20P.ON. cos a 


2.0P.ON.cos a=(0P*— MP?) +(ON*— MN) +2 MP. MN cos A 
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y como OP? — MP! =0M* y ON? — MN*=0M? por Teor. Pitágoras 


resulta 2. OP. ON cos a = 20M: + 2 MP. MN cos A 








OM OM MP MN 
luego cosa = » LN a cos A 
OP ON OP 





A ES a 
pero en OMP es SM =co8b ; Ea = sen b 
OP OP 


lao) 








A es == 
y en OMN es 90M 2 E 
ON ON 


luego | cos a = cosb.cosc + sen b senccos A | 


Análogamente se deduce que: 


cosb = cos a cos c + sen a sen c cos B | 


| cos e = cos a cos b + sen a sen b cos O | 


45-b. Teorema del coseno de un ángulo. — RELACION ENTRE 
LOS TRES ÁNGULOS Y EL LADO OPUESTO A UNO DE ELLOS. — En todo 
triángulo esférico, el coseno de un ángulo es igual a menos el pro- 
ducto de los cosenos de los otros dos, más el producto de los senos 
de esos mismos ángulos por el coseno del lado opuesto al primer 
ángulo. 


A 
Hir.) ABC Tesis) cos A =— cos B cos C + sen B sen C cos a 


a 
DemosrT.) Si A'B'C' es el triángulo esférico suplementario del 


a 
ABC se tiene «a =180—A y A' =180—>03 
bd = 180? — B 
ce =180—C 


A 
luego aplicando el teorema del coseno de un lado al triángulo A”B'C' 
tendríamos para el lado a”: 


cos a! = cos b' cos c' + sen D' sen c' cos A* o bien 


vos (180? — A) = cos (180 — B) cos (180? — C) + 
+ sen (180? — B) sen (180? — C) cos (180% — a) 


y como los ángulos suplementarios tienen senos iguales y cosenos 
contrarios, resulta: 


— cos A = (— cos B) (— cos C) + sen B sen C (— cos a) 
o bien —.cos A = cos B cos C— sen B sen C cos a 
y multiplicando por — 1, resulta: 


cos A =—cos B.cos O + sen B . sen C cos a 


| 


Análogamente se tiene: 





cos B = —cos A cos C + sen A sen C cos b 








cos C = —cos A cos B + sen A sen B cos c | 





45-c. Teorema del seno. — RELACION ENTRE LOS LADOS Y SUS 
ÁNGULOS OPUESTOS. — En todo triángulo esférico los senos de los 
ángulos son proporcionales a los senos de los lados opuestos. 


A 
Hip.) ABC Trs1s) SA. o HAB = 2 e 
sen a sen b sen c 





Demosr.) Como el coseno de un ángulo de un triángulo esférico 
está ligado a los lados del mismo por el teorema del coseno de un 
lado, y el seno y el coseno de un ángulo lo están por la relación 
pitagórica, podemos también encontrar en base a esas relaciones, la 
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razón entre el seno de un ángulo y el de su lado opuesto, como se 
ve a continuación. 
Por la relación pitagórica es 


sent A =1—cost A 
y como cosa =cosbcosc + senbsenccos A es 


cos a— cos b cos e 
cos A = 





sen b sen c 
y reemplazando en [1] 


sent A = ef 





cos a — cos b cos c y? 
sen b sen e 


Efectuando operaciones, se tiene: 


sen? b sen? c— cos a*— cos? b cos? 
A c sc +2 c08 a cos b cos e 





sen? b sen? e 
pero 


sen? b sen? e =(1—cos* b) (1—cos* c) =1—cos* b—cos* c +cos* b cos? e 
luego sustituyendo y simplificando cos'b cos'c, da: 


A 1— cost a— cos? hb — cos? c + 2 cos a cos b cos c 
sentA = de 





sen? b sen? c 


y dividiendo por sen'a, da: 


sen? A 1— cos? a— cost b— cost c + 2 cos a cos b cos e 
= 








sen? q sen? a sen? b sen? c 


De idéntica manera se prueba que la razón entre el cuadrado del 
seno de un ángulo y el cuadrado del seno del lado opuesto tiene 
el valor encontrado para los elementos A y a, o sea: 


sen? B E sentC _ 1—costa—cos*h—cost c+ 2 co8 a cos db cos e 





sen? b sen? e sen? a sen? b sen? e 
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sen? A sent B sent C 
= - 
sen? a sen? b sen? c 





luego 


y tomando la raíz cuadrada positiva de cada miembro, da: 








(*) 46. Teorema de las cotangentes. — RELACION ENTRE DOB 
LADOS, EL ÁNGULO COMPRENDIDO Y EL OPUESTO A UNO DE ELLOS. — En 
todo triángulo esférico entre dos lados, el ángulo comprendido entre 
ellos y el opuesto a uno de los mismos, existe la siguiente relación: 

El producto de la cotangente de un lado por el seno de otro, me- 
nos el de la cotangente del ángulo opuesto al primer lado por el 
seno del ángulo comprendido entre ellos, es igual al coseno del se- 
gundo lado por el del ángulo comprendido. 


4 
Hip.) ABC a 


TxsIs) cotg a sen b— cotg A sen C = cos b cos C 8 
€ 

a 
Drmosr.) Utilizaremos el teorema del coseno 


que nos permite relacionar dos lados a y b y el ángulo A opuesto 


al primero, y tenemos: 
cos a = cosbcos e + sen b sen c cos A 


Observando la tesis resulta que nos conviene eliminar cos e y sen e 
y hacer figurar a cos C y sen C, Reemplazando cos c y sen c por 
us valores obtenidos mediante el teorema del coseno y el del seno. 
respectivamente : 
sen a . sen € 


cos c =co0s acosb + senasenbcos O y senc = sy 
sen 


*) tos teorema no lo pide expresamente el Programa Oficial. 
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resulta : 


eos a =cC08 b (cos a cos b+sen a sen bcos C)+sen b sosa a . cog A 
A 


sen 


cos a =cos a cos” b + sen a sen b cos b cos C + sen a sen b sen C cotg A 
trasponiendo términos y sacando factor común da: 
cos a (1 — cos? b) — cotg A sen a sen b sen C = sen a sen b cos b cos € 
y también 

cos a .sen*b— cotg A sen a sen b sen O = sen a sen b cos bcos C 


Diviendo por sen a sen b, se tiene: 











cosa  sentb sen a . sen b 
AN seno Hna sen b 


A cos b cos C 
sena  senb sen a . sen b sena senb 


y simplificando, resulta : 
cotg a . sen b — cotg A sen C = cos b cos O 


Análogamente se deduce que: 


cotg asen c — cotg A sen B = cose. cos B 
cotg b sen a — cotg B sen C = cos a. cos O 
cotg b sen c — cotg B sen A =cosc.cos A 
cotg c sen a — cotg C sen B = cos a. cos B 
cotg c sen b — cotg C sen A = cosb.cos A 


47. Fórmulas logarítmicas que relacionan un ángulo de 
un triángulo esférico con sus tres lados. — La tangente de 
la mitad de un ángulo de un triángulo esférico es igual a la raíz cua- 
drada positiva del producto de los senos de los arcos que se obtienen 
restando al semiperímetro cada uno de los lados adyacentes a ese 
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ángulo, dividido por el producto del seno del semiperímetro por el 
seno de la diferencia entre el semiperímetro y el lado opuesto al ángulo. 








AAA 
En símbolos: te . -y PAIS donde 





2p =a+b+c= perímetro del ABC. 


Fórmulas análogas se obtienen para tg - y tg e. 


2 


48. Fórmulas que relacionan un lado de un triángulo 
esférico con sus tres ángulos. — La tangente de la mitad de un 
lado de un triángulo esférico es igual a la raíz cuadrada positiva del 
producto del seno del semiexceso esférico por el seno de la diferencia 
entre el ángulo opuesto a ese lado y el semiexceso esférico, dividido por 
el producto de los senos de los ángulos que se obtienen restando el se= 
miexceso esférico a cada uno de los ángulos adyacentes a ese lado. 


En símbolos: tg 3 = V 






sen e.sen(A—e) — 
sen (B— e) sen (C— 2) 





donde 





3 


ZN ZN IN 
2e=(A+B+C)—2R = exceso esférico ABC 


Fórmulas análogas se obtienen para e y te 


Las demostraciones de los dos teoremas anteriores se hace siguien- 
do el mismo método empleado para la tangente de la mitad de un 
ángulo de un triángulo rectilíneo (a? 33), deduciendo el valor de 
cos A y de cosa de la aplicación del teorema del coseno de un lado 
o del de un ángulo, respectivamente. 


49. Analogías de Delambre. — La palabra analogía se uti- 
lizaba antiguamente para designar a las proporciones. Las llama- 
das de Delambre relacionan los tres lados y los tres ángulos de 
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un triángulo esférico cualquiera, y son las siguientes: 


sen + (A + B) cos y (a —5) 














= 11] A 
l6 os Le 
£05 7 co y b a 
1 1 
eos — (A + B) cos +] (a + db) 6 
2 2 
= [2] a B 
16 A 
sen > 2 
sen L (A—B) sen ... (a— b) 
2 2 
= [3] 
Le sen Cc 
cos 3 
1 dl 
cos -(A—B) sen — (a + b) 
2 n 2 14] 
1 c 1 
sen y sen 0 


Estas analogías pueden recordarse fácilmente teniendo presente 
que: 


En el primer miembro sólo figuran ángulos y en el segundo los lados 
opuestos a esos ángulos; 

En el primer miembro a una función en el numerador corresponde la 
respectiva cofunción en el denominador y en el segundo miembro las 
mismas funciones figuran en ambos términos. 

En los numeradores al seno de uno corresponde el signo — en el otro, 
y al coseno el signo +. 


50. Analogías de Neper. — Como en las analogías de De- 
lambre intervienen los seis elementos del triángulo esférico ABC, 
resulta conveniente encontrar otras relaciones [que liguen c'nco ele- 
mentos solamente, pues de esa manera, conociendo tres de ellos 
es posible calcular los otros dos. Para obtener esas relaciones basta 
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dividir miembro a miembro y simplificar las igualdades [1] y [2], 
13] y 14], con lo que resulta: 














A 
b 
LJ 
t, la —B) Epa te: 
Bio Masas” $ E B 
1 1 ¡ 
cotg qe sen y (+) 








Estas relaciones y las que se deducen para tg 3 (a + b), cam- 


biando las mayúsculas por las minúscu as y recíprocamente y 


1 1 
cotg 3 C por tg a c, se conocen con el nombre de analogías de Neper. 


Aplicaciones: l. — Calcular, empleando las tablas de valores naturales que acom- 
pañan al texto, el tercer lado del triámgulo esférico ABC subiendo que: 


a) a = 100% b = 65% C = 96* R: co 99*35' 87", 
b) a == 65% 30'; b == 74 20'; C = 8015 R: co 74% 54' 30" 
€) b == 105%05'; e =71*10' A = 11930 R: a = 122” 16' 34" 


(Aplíquese el teorema del coseno de un lado). 


IL. — Calcular, empleando las mismas tabl1s. el tercer ángulo del triángulo esfirico 
ABC sabiendo que. 


a) A =108% B = 56% e.» 53* R: C 49" 39' 40! 
b) A = 10230 Bow 30 20%, 0 = 60% 40" R: C = 59” 23' 53' 
€) B = 99% 50; C = 1397 40 a = 49 20 R: A = 73% 25' 04 


(Aplíquese el teorema del coseno de un ángulo). 


LL. — Calcular, emplerndo las misas tablas, el ángulo A del triángulo esférico 
4BC sabiendo que: 


a) a =85% 0 = 115% 6 = 57% R: 4 - 05*19' 21" 
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5) a = 12210; b =72%50', c = 61* 30 KR: A = 143” 18' 18” 
€) a = 112% 10'; b == 123 10'; e = 47” 50' R:A= 9019" 


(Aplíquese el teorema del coseno al lado a y despsjese cos A). 


IV. — Calcular el lado a del triángulo esférico ABC sabiendo que: 


a) A =116; B = 53% C = 90* R: a = 123* 13/29 
b) A = 103% 10' B = 142 30; C = 83* 50' R: a = 130% 541 27 
e) A =75% B = 82 50'; C = 11230" Ria 7641/13 


(Aplíquese el teorema del coseno de un ángulo, al ángulo A y despéjese cos 2) 


V. — Hallar, empleando logaritmos: 


a) b sabiendo que a = 1019 20', A = 79754”, B == 68* 50' 

R: db 68% 1412" 
b) A sabiendo que a = 68 18' 24”; b = 88” 45' 12"; B = 82* 32 

R: A = 67%03' 30" 
(Apiíquese el teorema del seno). 


VI. — Hallar la distancia (*) entre dos puntos de la superficie terresira cono- 
riendo las eonrdenadas gevgráficas de los mismos. (Téngase presente que si los pun- 
tos son A (w1/91), B (w2/q), donde y y q indican 
los valores absolutos de las latitudes de A y B. 
respectivamente, en el triángulo esférico P,A B. 

siendo P, el polo Sud, es PA = 9” — fp 
P¿B = 90 — qa y AP, B = 0, — 0s aplíquese 
el teorema del coseno, y considérese que cada 


arco de 1” tiene una longitud de 111 km aproxi- 
madamente. 


VIIL — Procédase como en el caso anterior, para 
hallar la distancia entre: 

4) Buenos Aires (58” 22/—34* 36') y Córdoba (62* 12/— 31* 21”) 

R: 505,05 km 

b) Buenos Aires y Puerto Militar (62 03'/— 39? 26') R: 628,382 km 

e) Buenos Aires y Jujuy (65* 18'/— 24? 11): R: 1332,9213 km 

(*) La distancia entre dos puntos de una superficie esférica, no diametralmente opues- 
os, es el menor de los arcos de circunferencia máxima que tiene por extremos a esos pun- 


dos, Cuando éstos son ls un diámetro la distancia entre ellos er una cualquiera 
de las samicireunferencias máximas que los unen, 
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VII. — Para hallar la superficie tel triánguio coferico ABC perteneciente a la 
esfera de radio r, téngase presente que: 
Sup huso AA" + sup huso BB' + up hu- 


a 
o CC' = sup semiesfera +2 sup ABC, pues 
a a 
dl BA'C' = CA'B' desde que 
IN 
O.BA'C' =ONB'AC por op. vértice. 


ra 
Pero sup huso = m7 y para los consi. 
INIA IN 
derados a es igual a A, B yC, respectiwa- 
mente, y sup semietfera (r) = 2 x= 1*; resulta 








era <rB :.rO 


A 
007 + nn OS = 2Zxr! + 2 Sup ABC 








ur 
9o* 





luego 2 Sup ABC = (A+ B4+C)—2xr 


4 
y sacando 0 como factor común da 
er e 
2 Sup ABC == or lA +B+C)—2.90*] = a [(A + B + C) — 180*] 


NANO 
y como A + B4+C-— 180 = exceso esférico = 2 « resulta 





” z 
2 Sup ABO e 2.20 9. | suparc= EL 
90 90 





[X.— Ballar la superficie del triángulo esférico ABU, sabrerutr. que: 


a) A =90B=90,C=9"yr=lm R: 1,5708 n 2 
0) A =90% B=90% C =40 yr =10m R: 698133 1.2 
e) A =120%B=60%C=4'"yr=5m Rm a? 
d) A =50'15' B=75%45' C =802 yr=9m R: 37,260 ms 


0) A =98* 45' 20; B = 8190730"; C =50* 14' y r = 180 m 
R: 28.338,7526 mi 
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CAPITULO X!I 


RESOLUCION DE TRIANGULOS ESFERICOS 


PrograMa, — Resolución analítica de lox diferentes casos de triángulos esféricos 
rectángulos aplicando la regla mnemotécnica de Neper. Resolución de los die 
ferentes casos de triángulos esféricos oblicuángulos. Ejercicios y problemas de 
aplicación (con preferencia a la última bolilla de Cosmografía). 


51-a. Resolución general de un triángulo esférico rectán- 
gulo. — Los teoremas fundamentales de la trigonometría esférica 
y las analogías de Neper permiten resolver un triángulo esférico 
rectángulo dados dos de sus elementos, distintos del ángulo recto, 
puesto que esos triángulos son un caso particular de los oblicuán- 
gulos (*). 

Con el objeto de dar un método general, que permita caleular 
“ualquier elemento de un triángulo esférico rectángulo, en función 
de dos de ejlos (distinto del áneulo recto), y evitar tener que re 
cordar de memoria las veintiuna fórmulas que expresan los men- 
cionados teoremas fundamentales y las analogías de Delambre y 
Neper, emplearemos el método ideado por el célebre matemático 
inglés Lord Juan Neper, conocido con el nombre de: 


(*) Nosotros nos ocuparemos, exclusivamente, de los triángulos esféricos monor 
rectángulos, pues en los birrectángulos los lados opuestos a los ángulos rectos som 
arcos de 900, y el tercer ángulo y su lado opuesto tienen el mismo valor en grados 
Luego sí nos dan uno de ellos el otro queda determinado, 

Por último, si el triángulo es trirrectángulo sus tres lados son iguales a 90%, y 
por lo tanto cualquier caso de resolución de los mismos es inmediato. 
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LA DEL PENTÁGONO DE NePER. — Dado el triángulo esférico 
mento BAC, se dibuja un pentágono y se escriben sobre dos 
de sus lados consecutivos los catetos h y €; sobre el lado no adya- 
rente a los utilizados se escribe el complemento, 90% —a, de la hi- 
potenusa, y sobre los lados restantes los complementos 90% — G y 
10% —B de los ángulos oblicuos opuestos a los catetos b y C, res- 
pectivamente, sobre los lados opuestos a éstos. Entre los lados de ese 
pentágono sucede que: 





El seno de un elemento escrito sobre un lado del pentágono, es 
:ual: 19 al producto de las tangentes de los elementos escritos sobre 


A Y o 
Pr 
ya Ñ 
Cc Y 30m 0-E 
o á 
“Ya 


lus lados adyacentes, o 22 al producto de los cosenos de los elementos 
»scritos sobre los lados opuestos. 


Brevemerte: 


lo: Seno lado pentágono = producto tangentes lados adyacentes 





o 
20: Seno » > = > Cosenos >» opuestos 
A A al 





EJEMPLOS : 


sen (90 — a) = tg (90? — C) tg (90 — B) = cos b cos c 
sen (90? — B) = tg (90 — a) tg e = cos b cos (90? — C) 
sen e = lg b tg (90 — B) = cos (90 — a) cos (90 — C) 


«JUSTIFICACIÓN DE LA REGLA DE NEPER. — El empleo de la regla de 
Neper queda justificado, pues, como probaremos, las fórmulas que 
se obtienen mediante su aplicación, son las mismas que las que se 
deducen de los teoremas fundamentales, para el triángulo esférico 
rectángulo. 
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Para esa prueba, aplicaremos separadamente la regla de Neper 
al lado del pentágono que contiene: 1%) a la hipotenusa; 2%) a 
un ángulo oblicuo y 3?) a un cateto. 


Primer caso. — El lado (90? —a) contiene a la hipotenusa, 
4) Aplicando la regla de Neper (1* parte), se tiene: 
sen (90 — a) = tg (90? — B) . tg (90? — C) 


y como las funciones de un 
ángulo son iguales a las 
respectivas funciones de su 
complemento (n* 9) da: 





cos a = cotg B. cotg C 


En efecto: teniendo en cuenta que de las fórmulas fundamen- 
tales, la del coseno de un ángulo, relaciona los tres ángulos A = 90%, 
B y C y el lado opuesto a uno de ellos, a, que figura en la fórmula 
anterior, se tiene: 


cos 90” =— cos B. cos C + sen B sen C cos a 
(0 — 


y como cos 90 = 0, pasando (— cos B cos C) al primer miembro, da: 
cos B cos C = sen B sen C cos a 


y despejando cos a, resulta: 


cos a a ABE. .". |cosa =cotg B. cotg C 
sen B. sen C _ _ _ ——_——— 


b) Aplicando la segunda parte de la regla de Neper, al mismo lado 
(90% —a) da: 
w XQ 
sen (90% — a) = cos b cos e 
90 1908 


da osea cos a = cos b cos e 


En efecto: aplicando el teorema del coseno de un lado, se tiene: 


cos a =cosbcosc + senbsenccos 90 y como cos 90” =0 


AU) ad 


luego cos a = cos b cos c 


SEGUNDO Caso. — El lado (90 — C) contiene a un ángulo oblicuo. 


a) Aplicando la primera parte de la regla de Neper, se tiene: 
sen (90 — C) = tg (90 —a) tgb o sea cos C = cotg a.tgb 


En efecto: como el teorema de las cotangentes relaciona dos la- 
dos a y b, el ángulo com- 
prendido C y el opuesto a 
uno de ellos A == 90%, se 
tiene: 





cotg a . sen b— cotg 90” sen C = cos b cos O 


0 —— 


osea cosbcosC = cotgasenb pues cotg90” =0 y dividiendo 
por cosb, da: 


cos € = cotg a. tg b | 





b) Aplicando la segunda parte de la regla de Neper, da: 
sen (90 — C) = cos (90 —B)cosc osea cos C = sen B.cosc 


En efecto: aplicando el teorema del coseno de un ángulo al án- 
gulo C, se tiene: 


cos C =— cos 90? . cos B + sen 90” sen B cos c 
¡A ES ot 
y como  w0ms890 =0, y sen90 =1 


resulta cos C = sen B cos c 
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TERCER CASO. — El lado contiene a un cateto, 


4) Aplicando la primera parte de la regla de Neper, el cateto b, da: 


senb = tgc.tg (90 — C) SS E y £ 
6 » 
o sea senb =tgc.cotg C ; B vo 
En efecto: aplicando el teorema de las cotangentes a los lados 


e y d, da: 


cotg c.. sen b— cotg C sen 90% = cos b cos 90? 
E A 


y como sen90 =1 y cos90” =0 
resulta: cotg csenb—cotg C =0 .*. | senb =1tgc. cotg O 
Aplicando la segunda parte de la regla, se tiene: 


sen b = cos (90 — a) cos (90 — B) 
190-E 
osea senb = sen a sen B. 


En efecto: aplicando el teorema del seno a los lados a y b, re- 
sulta: 


sen 90” = sae, luego | senb = sena. sen B | pues sen 90? = 1, 
sen a sen b 


52-a. Primer caso. — Resolver, en general, un triángulo esféri- 
eo rectángulo dados, la hipotenusa y un cateto. 





A DATOS) 
¡e 
> e ayb. 
Cc INCÓGNITAS) 
= B 
B, C; 0. 
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Cálculo de B.— En el pentágono de Neper se observa que el lado 
(90 — B) que contiene a la incógnita es adyacente al (90 —a), y 
ambos son opuestos al que contiene al cateto conocido b; luego, apii- 
cando a éste la segunda parte de la regla de Neper, resulta: 


sen b = cos (90 — a) cos (90 — B) = sen a. sen B 





sen 
hiego sen B = b 





(] 


sen a 











Cálculo de C.— Como los datos a y ) figuran sobre lados adya- 
eentes al (90% — C) que contiene la incógnita, se tiene: 


sen (90? — C) = tg (90 — a) tgd = cotg a .tgb 
luego cos € = cotg a. tgb | [2] 


Cálculo de c.—Como e está sobre un lado adyacente al que 
contiene a b y ambos son opuestos al que contiene a (90% —a), apli- 
cando la segunda parte de la regla de Neper, da: 


sen (90 — a) =cosb.cosc o sea cosa =cosbcosc 





cos 4 
luego cosc = 





8] 


cos b 





Discusión, — Como el seno y el coseno de un ángulo tienen que 
ser números menores que 1, en valor absoluto, (*) resulta que para 
que esas condiciones se verifiquen en [1] y en [3] debe ser: 

Isenb| <|sen»' [1] y [cosa] <|cosb| [2] 
osea |cosb| >|cos a] 
| sen b| ¿ | sen a | 


-_—— 0 bien |tgd t Es R 
Lao” [ea |tgb| <|tga] .*.|tgbl.| cotga|<1 


(*) Excluímos la consideración de que sea senB =1 porque en tal caso sería 
B =90* y el triángulo dado resultaría birrectángulo. 
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luego se satisface también la [2]. Las condiciones [1'] y [2] se 
cumplen si la hipotenusa está compren- 
dida entre el cateto y el suplemento del 
mismo y el problema tiene una sola so- 
lución, pues los lados y los ángulos 
opuestos deben ser ambos agudos u ob- 
tusos, y eso es lo que debe tenerse pre- 
sente para quedarse con el valor de B 
que se saca de la tabla de acuerdo con 
[1], o con su suplemento. 





EJEMPLO NUMÉRICO. — Resolver el triángulo esférico rectángulo 
de hipotenusa a = 100% y cateto d = 75", 
Daros: a = 100%, b="75%. IncóaNtTAS: B,C, c. 
sen b __sen 752 , Sen 75% 
sena sen 100 sen 802 
log sen B = log sen 75% — log sen 80? 
log sen 75* =1,98494 





Cálculo de B: sen B = 








1,99159 = log sen 78*48" log sen 80? =1,99335 
90145 18*40* 
RS á log sen B =199159 
B = 78%46' 
Cálculo de C: 


cos C= cotg a.tg b=cotg 100% .tg 75%=—cotg 80% tg 75 — [1] 
Como cotg 100? =—cotg 80” y tg 75” es positiva, resulta cos O 
negativo; luego C podría ser del 2% o 3* cuadrantes, pero como € 
es un ángulo convexo, pertenece al segundo cuadrante. Para obte- 
nerlo llamamos C' al suplemento de C y tenemos 


cos C' = cows (180% —C) =—cos C 
y por [1] , 

cos C'= cotg 80” tg 75". 
luego log cos C! = log cotg 80" + log tg 15" 


— 288, 


1,81827 = log 008 48*51' 
1,81839 
de 145 2 





48*50' 
r 








179*0' 
48"51' 
131*09" 


cos a 
Cálculo de e; cosc= = 





cos b 





log cotg 80% =1,24632 
log tg 75% =0,57195 


log cos  C' =1,81827 





C” =48* 51 
C = 13109 
cos 100% __ cos 80? 
cos 75% cos 75% 


Procediendo como en el caso anterior, se tiene 


log cos c” = log cos 80% — log cos 75 


71,82087 = log 008 4752" 
1,82091 47*50' 
d= 10 2 y 








179*60" 
47*52 
131*08' 


52-b. Segundo caso. — Resolver, en general, un triángulo esfé 


log cos 80% =1,23967 
log cos 75% =1,41300 


log cos c” =1,82667 
d =47* 52 
C = 132%08' 


rico rectángulo dados la hipotenusa y un ángulo oblicuo. 


Daros) 
a, B. 


IncóGNITA8) 
C,b,c. 


Cálculo de C. 
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Q» 





Siendo sen (90”— a) =tg (90— C) tg (90”— B) por la regla de Neper 


o sea cos a = cotg C. cotg B 
es [cotg O =co8 a . tg B 
Cálculo de b. 
Siendo sen b = cos (90 —a) cos (90 —B) ex: 


[sen b = sen a sen B| 
Cálculo de C. 


Siendo sen (90 — B) = tg (90? — a) tg c o sea cos B =cotg a. tg c 
luego [tg e = cos B.t9a]| 

Discusión. — Este problema es siempre posible, pues cualquier 
valor es admisible para cotg C y tgc; y send resulta menor que 1 
en valor absoluto, por ser el producto de dos números cuyos valores 


absolutos son menores que 1. La solución es única, pues b y B de- 
ben ser ambos agudos u obtusos. 


EsempLo NumMÉRICO — Resolver el triángulo esférico rectángulo 
cuya hipotenusa a= 74” 20' y el ángulo B = 53% 45, 


Daros: a=74* 20, B=53%45' IncóoNITAS: C,b,e. 
Cálculo de C: cot CU =cos a tg B= cos 74% 20' tg 53% 45 
log cotg C =log cos 14” 20' + log tg 53* 45 


108 te B3'4y <= 019478 log cos 74? 20 = 1,43143 


53"40" — 0,13344 , AS 
7 o log tg 53" 45 =0,13476 





log cotg C = 1,56619 
C = 6947 


1,50619 = log cotg 69%47" 
1,56498 69*50' 
.- 389 1M—— Y 
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Cálculo de b: sen b=sem a.sen B=sen 74" 20'.sen 53* 48' 
log sen b= log sen 74" 20' + log sen 53% 45' 


log sen 53%45 = 1,9068 | log sen 14? 20 =1,98356 


AAA log sen 53" 45' =1,90658 
d = 93 y — 47 


1,89014 == log sen 50%56" log sen b =1,89014 
1,89050 B1*00" b = 50056' 
d=102 36 “ 








Cálculo de ec: tg c=tg a.cos B= tg 74% 20' cos 53% 4% 
log tg c=1l0g tg 74* 20' + log cos 53" 45' 


log tg 74” 20' = 0,55213 
log cos 53% 45 =1,77181 


log 008 53%45" = 1,77181 
53*40" — 1,77268 
d=173 EZ 8 








0,32394 = log tg 64*37' | log tg c= 0,32394 


0,3 .3pr 
2150 64*30' | Cc = 64237 
d = 326 244 dd 








52-c. Tercer caso. — Resolver, en general, un triángulo esfé- 


rico rectángulo dados 


A ue 
O A Sn suscatetos. 
07 
/ 
a 96c love DaTo:) b yc. 
3 B / 
FUTa 


IncóaNITAS) B,C, a 


Cálculo de B. Siendo senc = tgb.tg (90 — B) = tgb. cotg B. 


sen e 
es cotg B = —— = gen c. cotg db 
| g gb 'otg | 
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Cálculo ue C. Siendo senb =tgc.tg (90 —C) = tg c coto C 


sen b 


es cotg CO = = sen b . cotg e 





Cálculo de a. Siendo sen (90 — a) = cos b cos c 


es | cos a = cosb . cose | 


Discusión. — Este problema siempre tiene una solución, pnes 
cualquier valor conviene para cotg B y cotg C; y cos a resulta siem- 
pre menor que 1, en valor abscluto, por ser el producto de dos nú- 
meros menores que 1, también en valor absoluto, 


EsemPLo NUMÉRICO. — Resolver el triángulo esférico rectángul 
cuyos catetos son b= 68” 40" y c= 36" 30", 


Datos: b=68%40', c=36?30'. IncócNITAS: B, C, a 
Cálculo de B: cot B=sem c col b= sem 36% 30' cot 68* 4 
log cotg B = log sen 36 30' + log cotg 68? 40 


log sen 36%30' =1,7743) 
log cotg 68% 40 =1,59168 


log cotg B =1,36607 
B = 7656 
Cálculo de C: cotg C= sen d.cotg c= sem 68% 40'.cotg 36* 30 


1,36607 = log cotg 76" 56/ 
36336 — mo 00 
d= 573 mn —— 4 





log cotg C=log sen 68% 40' + log cotg 36” 30' 


log sen 68% 4Y = 1,96917 


0.00906 = los sote 3828 | Log cotg 36% 30 =0.13079 

09939 —— —— 38"30' 
ad 5 log cotg CU =0,09996 
C = 3828" 


— 237 


Cálculo de a 

















cos a= cos b.cos c=c0us 68% 40 ros 36% 301 sá de EsemPLo NUMÉRICO. — Resolver el triángulo rectánguio sabiendo 
que el cateto b= 50" y el úngulo oblicuo opuesto u él es B= un 
log cos a = log cos 68” 40 + log cos 36% 30 
Daros: =50% ,B = 65% IncóuniTas: CU, a y c. 
| log cos 68? 40" == 1.56085 B Lo 858 
e os =1 Cáleulo de 0: senC= 22-22 
40591 73"00' | log cos 36? 30" =1,90518 cos b cos 5U? 
4-41 H]ÁA]X 0 A E = luy cos 65% — log cos 50 
log cos a = 1,46603 log, sen: O = ley 6ós eqEas ós 
! a= 73 1,81788 = log sen 41*08" log cos 65” = 1,62595 
81804 41700" 





log cos 50% =1,80807 
52-d. Cuarto caso. — Resolver, en general, un triángulo esfé 














d 145 94 6 
rivo rectángulo dados un cateto y el ángulo oblicuo opuesto a él o leia =1,81788 
41000" , 
y $ ia a C, = 41%06' y GC, = 138% 
b, B. 
p 17 sen 50% 
4 Cálculo de a: sen a= ms SO TT 
90 Cc -B INCÓGNITAS) sen B sen 65 
log sen a = log sen 50% — log sen 65% 
Cjaye Y 
e. j j y 1,92697 = log sen 67"42' log sen 50% =1,88425 
Aplicando la regla de Neper, y poniendo directamente las cofun 1,02083 574p* 





2 log sen 65" = 1,95728 
ciones si en los lados intervienen los complementos de los elementis 


























a =- 80 1 Y 
del triángulo esférico, se tiene: vo log sen a  =1,92697 
Cálculo de C. cos B = sen C.cosb sm. A Y ene A A 
ab Cálculo de c: sen c=tg b.cotg B= tg 50? cotg 65* 
Cálculo de a. snb =sena.senB .-. [sena = y log sem e =10g ta 50" +log ent 65" 
sen B T74480 = log sen 3940". log tg 50% =0,07619 
Cálculo de 0. — [ne = 00009 B| a 


d 189 107 





| log cotg 65* =1,66867 
Ñi 





Discusión. — Procediendo como en la discusión del primer caso, 179*60' log sen c =1,74486 
puede probarse que este problema es posible y tiene dos solucio:es 


E Edil ES AÑ ds 094) 
si el ángulo vblicuo está comprendido entre el cateto y 90”. 16"141 Cc = 3346" y 01 = 14614 
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52-e. Quinto caso. — Resolver, en general, un triángulo esfé- dl dl log cos 36% = 1,90796 


A A : ¡ 
rico rectánaulo dados un cateto y el ángulo oblicuo adyacente a él. 1,7513 = log cos 41%24' 


log sen 68 =1,96717 




































































D ) 87446 4130" 
ATOS, . E 
: al = > Y » 
A nd log cos B =1587518 
o bi, E. 
o 1 B = 4124 
6 a INCÓGNITAS) cin iss 
úl B,a,c cotg a =cotg b.cos C = cotg 36% cos 112% =—cot 36*.cos 68*. 
KK llamando a/ al suplemento de a, se tiene 
Cálculo de R, cos B = sen C cos b de a 
cot a” =cot (180% —a) =—cotg a = cot 36". cos 68% 
Cúlculo de a. 
uego log cotg a! = log cotg 36” + log cos 68% 
cos O 
cos C =tgb . cotg a cotg 1 = 95 = cos O cotg b ra log cotg 36” = 0,18874 
1,71339 62%0' log cos 68” =1,57358 
Cálculo de c. e- 311 107 3 ——— 
log cot a? =1,71232 
senb=tge. cotg Co... tge send = senb tg O - E, 179%0' go 
polgias MA d = 6248 
da a = 11717 
Discusión. — Este problema es siempre posible, pues cualquier 4 
valor conviene para tg a y tge, y cos B resulta siempre menor que ñ Cálculo de c: 
1, en valor absoluto, porque está dado por el procucto de dos nú- tg c=sem db.ty C=sem 36” tg 112” =—sen 36% tg 68, 
meros menores que 1, también en valor absoluto. a ; 1 
EJrmPLO NUMÉRICO. — Resolver el triángulo esférico rectángulo o 
sabiendo que un cateto es db = 36" y el ángulo oblicuo adyacente a él log tg c'=log sen 36” + log tg 68% 
es C=112%, e 
0,16281 = log tg 55*30' log sen 36% =1,76922 
16287 al log tg 68 = 0,39359 
Daros: b=36%,C=112%, IncóaNITAS: B,a,c. dm 6 o o 
log tg c =0,16281 
Cálculo de B: cos B=cos 36” sen 112% =cos 36" sen 682. plc 
55*80' e =55" 30 
log cos B = log cos 36” + log sen 68% TS 130" Cc = 124930' 
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52-f. Sexto caso. — Resolver, en general, un triángulo esférs 
co rectángulo dados sus ángulos oblicuos. 











Daros) 
») o 
B y C. 
g90-C 190-B IxcoaN ITAS) 
a a,byc. 
«Y 
Cálculo de a. cos a = Cutg B . cotg C | 
Cálculo de b. cosB =cosb.senC .*. |cosb = cost 
sen C 
Cálculo de c. cos C =cosc.senB .*. |cosc = coro 
sen B 


Discusión. — Procediendo en forma análoga a la de la discusión 
del primer caso, puede demostrarse que el problema tiene solución 
si la suma de los ángulos dados está comprendida entre 90% y 270%, 
y la diferencia entre los mismos es en valor absoluto menor que 90*. 


EJEMPLO NUMÉRICO. — Resolver el triángulo esférico rectángulo 
sabiendo que sus ángulos oblicuos son B= 71" y C =123", 


Datos: B=71*,C=123%, INcóGNITAS: 4,bd y C. 
Cálculo de a: cos a=cotg 71% .cotg 123" =— cotg 11” .cot 57? 
log cos =log cotg 711 +log cotg 57 


71,34049 = log 00s 77*05* log cotg 71% =1,53697 











35200 77*00* log cotg 57% =1,81252 
d == 551 260 y 
179*60' log cos a” =1,34949 
A. Y =77905 
102%55' 


a = 102955 
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o o 
Cótculo deb: cosb= 2 Y EE. 


sen C sen 1230 sen 572 





log cos b = leg cos 71? — log sen 57? 


"1,58905 = log 008 88%48' log cos 71” =1,51264 
58794 68*50" 


d -= 378 Mm ——. 2 





log cos 57% =1,92359 


log cos b =1,58905 
b = 6848" 


cos € cos 123" cos 57 
Calculo de e; cosc= = =— 


sen B sen 719 sen 712 





log cos e =1l0g cos 57” -- log sen TI? 


1,94792 = log 008 27:30" log sen 57% =1,92359 

















2... a log sen 71% =1,97567 
d- 05 1 or 
1790" log cos ec” =1,94792 
2 ¿ =230 
c = 152%30 


53. Resolución analítica de triángulos esféricos oblicuánr 
gulos. — Para resolver un triángulo esférico oblicuángulo es nece- 
ar o conocer tres de sus elementos; po: lo tanto se pueden tene- 
como datos los siguientes: 


ler. caso: los tres lados; 2% caso: los tres ángulos; 

3er. caso: dos lados y el ángulo comprendido; 

40 caso: un lado y los ángulos adyacentes; 

5% caso: dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos; 

6* caso: un lado, el ángulo opuesto a él y uno de los ángulos 
adyacentes al mismo. 
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54-a. Problema I. — Resolver un triángulo esférico dados los 
tres lados. 
A 
b Cc 


B 
e a 


Daros INCOGNITAS 


abyc A ByC 


Cálculo de A, Bu C 
Podríamos hacerlo empleand> el teorema del coseno de un lado, 
pues para A, por ejemplo, tendríamos que: 


siendo eos a = eos b cos c-+ sen hb senc cos A 
cos a — cos hb. cos e 
es cos A = 222 


sen b. sen c 


pero esta fórmula no es logarítmica y exige efectuar una resta, dos 
multiplicaciones y una división para encontrar, luego, el ángulo A 
correspondiente al coseno así obtenido. 

Para evitar estos cáleulos, se prefiere utilizar las funciones de 
los ángulos medios que, como sabemos, están expresadas en base a 
los lados del triángulo y a su semiperímetro, mediante fórmulas 
logarítmicas. En la práctica, cuando se desean calcular los tres 
ángulos se utiliza la fórmula de la tangente, puesto que con cua- 
tro logaritmos, solamente, se obtienen los de esas tangentes. 


y (p —d) .sen (p—c) , 


sen p . sen (p — a) Ñ 


E qq (p — a) . sen (p— c) 
= sen p . sen (p — b) 











wQ ou w]|p> 


2 pe (p — a) . sen (p— b) 


y te sen p . sen (p— c) 


Nora. Este problema admite una sola solución si se verifica que 
a+b4+c<360, a<b+ce;b<a+c y c<a+b, 
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5B4-b. Problema II. — Resolver un triángulo esférico dados los 
tres ángulos. 


Daros INCOGNITAS 


A ByC a byc c B 


Cálculo de a, b yc 
Podríamos hacerlo aplicando el teorema del coseno de un ángu- 


lo pues para 0, por ejemplo, tendríamos que: 


cos A + cos B cos C 
008 4 e —_—_—____————____——————_—_—_—— 
sen B sen C 


pero como esta fórmula no es logarítmica se utiliza la fórmula de 
la tangente de la mitad de un lado, con lo que resulta: 








a —  sene.sen(A—e) , 
te 2 A Eo i 
17 sen e. sen (B— e) 
A 


c “sen esen (C— e) 
e > pa (A — e) . sen (B— e) 


NorTA. Este problema es posible y admite una sola solución s: se 
verifica que: 


180<A + B + C< 540%; 180 +A > B + C;180"+B>A+0C 


y 180 +4C>A+B. 
54-c. Problema III. — Resolver un triángulo esférico dados dos 


lados y el ángulo comprendido. A 
Daros  INCOGNITAS hb o 
a,byC AjByc Cc B 
a 
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Cálculo de A y B : Cálculo de b y c 


De las analogías de Neper deducimos que De las analogías de Neper deducimos que: 











- 1 
1 008 3 (a— b) 1 1 c08 7 (B—C) 1 
tg — (A + B) = —————— Cotg -C ó tg — (b+<c) = te—ae 
2 2 2 1 
cos y (a +D) cos y (B + 0) 
1 
1 sen > (B —C) 
sen + (a— b) 1 2 1 
y te 7 (AD) - —-—— cotg 7.0 ' A tg 0 
sen y (a +0) sen y (B +0) 


La primera nos da b +c y la segunda b— c. Luego b es la semi= 


La pr mera nos permite hallar la suma A + B de los ángulos bus- : suma de esos resultados y c su semidiferencia. 


cados y la segunda la diferencia A — B de los mismos. Luego A es 





a semisuma de esos valores hallados y B su semidiferencia. , Cálculo de A 
; Del teorema del seno resulta 
add . M 4 senA  senC sen C. sena 
É — = .. senA = —_—___—— 
Del teorema del seno resulta » sen a sen Cc sen c 
sen A sen € sen a . sen C Nora. Este problema es posible y admite una sola solución si a 
uña me + 20 san Á '  B y C están comprendidos entre 0? y 180”, 


B4-e. Problema V. — Resolver un triángulo esférico dados dos 


: wd 
Nora. Este problema es siempre posible y admite una sola solu dados 5 el énpuloopurstosa iio sia dias, 


ción. A 
Cc 
54-d. Problema IV. — Resolver un triángulo esférico dados un Daros INCOGNITAS b 
lado y los ángulos adyacentes. «,byA BjCyc C B 
A [e 
Daros INCOGNITAS E Cálculo de B 
a ByC bcyA 3 B Por el teorema del seno, se tiene: 
C a : : Be sen A . sen b 
sen a 
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Cálculo de C 


De las analogías de Neper, resulta: 


cos + (a +0) 
cor 0 = —————— tg — (A +B) 
cos 7 (a — b) 


Cálculo de c 
Del teorema del seno, resulta: 


sen a. sen C 
sen e = —2—= 


sen A 


sen Á . sen b 
sen a 
blema admite una solución, dos o ninguna según que uno, dos o 
ninguno de los valores que se obtengan para B hagan que resulten 

eon el mismo signo las diferencias (a — 6) y (A — B). 


Nora. — Si se cumple que sen B = < 1 el pro- 


54-f. Problema Ví. — Resolver un triángulo esférico dados un 
lado, el ángulo opuesto y uno de los ángulos adyacentes al mismo. 


Daros. INCOGNITAS 


a, Ay B Cbyce 


Cálculo de b 
Por el teorema del seno, se tiene: 


sen a . sen B 
sen A 


senb = 
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Cálculo de y 
De las analogías de Neper, resulta: 


1 cos] (a + b) 
cotg z C = tg — (A + B) 


cos > (a — b) 


Cálculo de c 
De las analogías de Neper, resulta: 


cos 7 + B) 








tg—=c= te-laFib) 


1 
cos —(A —B) 
2 
Nora. Este problema puede admitir dos soluciones, una o ningu- 


na, según que el triángulo suplementario admita, respectivamente, 
dos soluciones, una o ninguna (ver nota pág. 248). 


55. Problemas de aplicación a la cosmografía. — ProBrn- 


¿, MA 1. — Calcular la altura y el azimut de un astro conociendo su 


declinación y su ángulo horario en 
un lugar determinado. 
Daros 
o =—35* (*) 
t=3h58m = 59% 30' 
3 = — 32% 20' 
INCOGNITAS 
h =y 


a=x 





Soucion. — Como en el triángulo de posición ZAP, conocemos 


co == LAS 
AP, = 90 —3;ZP,=90—p y APJZ =t 


(*) Recordemos que cuando un ángulo dirigido se representa por una letra «en 
negrita », puede ser positivo o negativo, y que la misma letra «en común» repre- 
senta el valor absoluto de dicho ángulo. 
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es decir, dos lados y el ángulo comprendido, podemos calcular los 
otros dos ángulos mediante las analogías de Neper que nos permiten 
obtener la suma, a + p, y la diferencia, a — p, de esos ángulos. 


008 y (90"— 3 — 90* +9) á 
cotg—it 





1 
e (a + p) = 7 
cos y (90? — 3 + 90” — q) 
1 
cos y (9— 3) 1 
= ——————— Cotg — t 
cos y [180* — (9 + 3)] 


cos + (9 — 3) 1 
cotg —t 





E a+) > : 
cos [»o"— 3 (o + »] 
COS 5 (q — 3) 1 
= ——————— cotg —t (1) 


sen > (9 + 3) 


Siguiendo el mismo camino, obtenemos: 


1 
sen 7 (4 — 3) 
tg 1 (a—p) = : cotg — t [2] 
2 cos y (9 + 3) 


Reemplazando en [1] y [2], y, 3 y t por sus valores se tiene: 


cos 3 (35 — 32" 20") 1 
te 1 (a + p) = , cotg — 39% 30' 
2 


sen + (35* + 32* 20') 


1 cos 1* 20' Pa 
E = ————— cotg 20* 45' [8] 
ELO 
1 sen 1* 20' , 
tg — (a—p) = == cotg 29" 45 Mo 
CO A on 33" 40 
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Ap'icando logaritmos a la [3], se tiene 
1 
log tg y (a +7) =logcos 120” + log cotg 29” 45” + colog sen 33" 40! 


log cos  1%20' = 1,99988 
log cotg 29% 45” = 0,24295 


colog sen 33” 40” = 0,25621 


log sen 33* 40' = 1,74379 


colog sen 33* 40” = 0,25621 





0,49904 = jo tg 72* 21' 30' 











1 
0,49689 720 log tg — (a + p) = 0,49904 
d-19 215 5 2 
43910" ERA + p) = 7225 
215X 10 2 
215 2 —— br 
439 


| a+p = 1440 50 
Aplicando logaritmos a ta [4], se :iene: 

log tg ; (a— p) =l0g sen 1% 20'+log cotg 29” 45' +colog sen 33* 40”. 

logsen  1*20' = 2,36678 


log cotg 29% 45' = 0,24295 
colog cos 33” 40” = 0,07973 


e log cos 33* 40” = 1,92927 


colog cos 33* 40' = 0,0797 
2 


log tg za — p) = 2,68946 


208799 = log 2 2*48' 





66816 2* 40 1 
2637 183 — 8 ye —p) = 2 48” 
a—p = 5 36' 
o , o Y o , 
lego a = 144" 50' + 5* 36 > 150* 26 = 75 13" 
2 2 
Cálculo de h 
Aplicando el teorema del seno, se tiene: 
sen £ iz sen a sen í sen a 





sen (90? — h) sen (90 — 3) cos h cos 3 
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de donde 


sen t.cos 3 
cos h = 


_ sen 59% 40' . cos 32? 20' 
sen 75” 08' 30” 





sen a 


Aplicando logaritmos, tenem33: 


log cos h = log sen 59? 30' + log cos 32” 20' + colog sen 75* 13' 


75*13' = 1,98538 





log sen 
75* 10 — 1,98528 
¿33 ES 10 _ 
10' — 33 log sen 59” 30' = 1,93532 
aa BLE m0 | logcos 32920" = 1,92683 
volog sen 75* 01 30" = 0,01477 colog sen 75" 13' = 0,01462 
Taror7 — 41" 09 log cos h = 1,87677 
1,87778 — 41* 00 h = 4109 
d = 109 101 — 2 
109 — 10' 
10',101 
==. ——Z9 
109 





56. Problema. — Calcular el ángulo horario del Sol en Buenos 
Aires (q = — 34? 35') un día de- 
terminado cuando su altura h es 
conocida. 

Daros 
y =— 34 36' 
h = 45 14! 
12 de octubre de 1946 


INCOGNITA 





t=x 


SoLucion. — En el día de la cbservación, 12 de octubre de 1946, 
la declinación del sol es 3= — 7”20', como lo indica el Anua 
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Y 





de los Amigos de la Astronomía. Luego, del triángulo ZP,A conoce- 
mos los valores absolutos de los tres lados; 'por lo tanto podemos 
calcular el ángulo pedido t aplicando la fórmula de la tangente de 
los ángulos medios (n* 47). 


E 
2 sen p sen (p — a) 


Para este problema es: 


90% — 9490 — A+90"— 3 




















A=tip= _ 2100—(9+h+3) 
2 2 
270 — 
=% A (90? — 3) = 
- MO —h—3—1800+23 _ 90—(9+h—3) 
2 2 
270" — 
dé 0 (++ _ go de 
2 
- M0 —9—h—3— 1800 +29 _ 907 —(3+h-— 9) 
2 2 
270 — (p— 
E id al e Y —h) = 
2 
. 209 —h—35— 1800 + 2h _ 90 —(p+3—h) 
2 Ñ 2 => 


luego reemplazando se tiene: 








ds sen + [90"— (9+h 3)]sen 7 (90*— (24+h—9)] 





N|- 


ros 1 1) 
sen y [270 — (9 +h-+ 3)] sen 3 [90 — (443 — h)] 
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Sustituyendo en [1] y, h y 3 por sus valores absolutos y A no; r, 


resulta 


m3” 


Aplicando logaritmos se tiene: 


t V sen 13 45' sen 6% 01" 
sen 91% 25” . sen 46? 39” 


2 log ey = log sen 13% 45” + log sen 36 01' + 


+ colog sen 91” 25” + colog sen 46? 29 


log sen 13*45' = 1.37600 





13* 40 — 1,37341 
de 517 o 259 





log «en 01* 25" = log sen 88* 35" = 1,90087 


solog sen 88" 3 =1,00:13 





log sen 40*30 = 1.88164 
40" 40' — 180176 
d- 120 r- 1 





oulog sea 46* 19” =(),13836 





1,83194 == luz te 23% 411 


84175 237 40 





1 342 19 pd 





logsen 1345 = 1,3760) 
ogsm 3506 = 1,76939 
colog sen 91” 25” = 0,00013 
colog sen 16? 39” = 0,13836 


2 log uy - 1,28388 


log tg = 1,64194 
2 


ls d 
2 


t = 47" 22 
t=3h9m288 


Aplicaciones: 1 — Resolver el triángulo esférico rectángulo BAC sabiendo que! 


1) a =75% b = 43? 


R: B = 44% 54 55"; C = 753149"; c = 69* 16' 28”. 


2) a = 101% e = 55” 


R: B = 106” 07' 01”; C = 56” 33' 38"; b = 109* 25' 50". 


3) a =87* 20; b = 64? 30" 


R: B = 61% 3750" ¡O = 34% 23 47; e = 83% 47' 2)”. 
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4) a = 100* 20”; b = 89* 40" 
R: No hay solución, pues es a > 180% —b, 
B) a = 96% 47' 20; c = 56" 30' 15" 
R: B = 100%21' 49; C = 5707" 20”; b == 102 22' 07 
6) a =60*24'; b = 43" 27" 
R: B = 52% 16' 26"; C = 57* 26' 33"; e = 47% 07' 32%, 
7) a = 60% 13 24"; € = 40% 12' 18" 
R: B = 61%04' 44”; C = 48* 03' 05"; hb == 49” 26' 28%, 
8) a = 55 09 32"; c = 222 15' 35" 
R: B = 73% 26' 49; C = 27* 29" 12"; b = 51* 52 49", 
9) a = 136" 40'08"; e = 26% 01' 10” 
R: B = 121%09' 30"; C = 39" 44' 04%; b == 144” 02' 20”, 
10) a = 120? 12' 15"; b = 70% 08' 10” 
R: No hay solución, pues es a > 180” —b, 


IL — Resolver el triángulo esférico rectángulo BAC sabiendo que: 
11) a = 86%, B == 58" 

R: C = 84% 05' 441; b = 55% 47' 33"; € = 82* 52: 20", 
12) a = 112%; B = 98" 

R: C = 40% 56" 14"; b = 61*41' 53"; € = 87% 24' 37", 
13) a = 57% 40'; C == 36% 20" 

R: B = 68* 31' 39"; b = 51* 68' 28"; e = 30*02' 27", 
14) a = 50” 54'; B = 102% 36' 

R: C = 160% 29' 05"; b = 49% 13' 55; € = 164 58' 2”, 
16) a = 80% 40'15"; C = 5607 12" 

R: B = 76% 25' 39"; b = 73% 34' 49"; € = 55% 00' 33", 
16) a = 38” 40' 20; B = 23" 27" 

R: C=71* 1726"; b = 14% 23' 54"; € = 36% 17' 18", 
17) a = 122* 3117”; B = 133% 09' 06” 

R: C == 60% 1002"; hb = 14220218"; € == 47* 00' 28", 
18) a =77* 5727"; C = 84% 12' 15" 

BR: B - 255634"; b= 25% 19' 51; e = 76% 39", 
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HL. — Resolver el triángulo esférico rectángulo ABC sabiendo que 


19) b= 51; c= 40? 

R: B = 62*30'07"; C =47*11' 48"; a = 61% 10'42", 
20) b= 107; € = 38" 

R: B = 100% 39 36"; C = 3914! 53"; a = 103* 19'12%, 
21) b = 46* 20; e = 56" 30' 

R: B = 519 28' 53"; C == 64* 24' 56"; a = 67% 35' 50”, 
22) d= 54*30'; e =71*20' 

R: B = 36" 58' 35"; O = 22% 32/12"; a == 79" 16' 40", 
28) b= 57930; 0 = 28" 42 

R: B = 73% 03/04; O = 32% 5738"; a = 61* 57 57", 
24) db = 58% 12; 0 = 96% 18" 

R: B = 58% 21119"; O = 952137" a = 93" 18' 54”, 
25) b= 15" 26' 20; 6 = 31*14' 10" 

R: B = 2802 17"; C = 60% 18'05"; a = 34" 29' 33". 
26) b = 63% 15' 24"; e = 96% 1718" 

R: B = 03% 23' 49"; C += 9537/12"; a = 92% 49'31". 
27) b = 100* 12' 08"; e = 100% 12' 08” 

R: B = 10002 39"; C = 10002 39"; a = 88* 1208”. 
28) b = 14*01' 12"; e =4007'06" 

R: B = 21* 10/54"; C =73* 6736"; a = 42%06' 11%, 


IV. — Resolver el triángulo esférico rectángulo BAC sabiendo que: 
29) b == 50% B == 76? 
R:C,= 22%06'31”; a, = 52%08'18"; e, = 17*17' 09”. 
Ca = 1577 53' 29"; as = 127" 51' 42"; 01 = 162* 42 51”. 
30) b = 71% B .= 82? 
R:C,= 2518/29; a1 = 7224245"; 01 = 2405 21%, 
O == 154% 41" 31"; a1 == 107% 17' 15%; 61 = 165% 54 39", 
31) b = 38* 20'; B = 30” 10' 
R: No hay solución, pues es 180” >b > B. 
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ya 


32) e = 70" C = 88* 
R:B,= 14” 45' 49"; ar » 70*36' 48"; bh; = 13” 54' 81%, 
B, = 165" 14' 11”; az = 109* 23' 12”; bx = 1667 05' 29%, 
33) e = 56" 42; C = 70" 38' 
R:B, = 37*13'46"; a1 == 62” 23' 30"; b; = 32” 25' 09”, 
B, = 142? 46' 14; as = 117? 36' 30"; ba = 147* 34! B1”. 
34) e = 76" 15'; C = 84” 08' 
R:B,= 25*28'13"; a, = 7732 20"; b, = 24” 49' 44”, 
B, = 164? 31' 47; aq = 102% 27' 40"; by = 155* 10' 16”, 
35) b = 48” 51' 12"; B ». 100 07' 15” 
R: C, = 164? 29' 52; az == 49% 54' 06"; c, = 168" 12' 08", 
C, = 15% 30'08"; ar = 130% 08' 54"; cx = 11%47' 52", 
36) b == 74*05' 10"; B == 103" 14' 20” 
R: C, = 123” 21' 40”; a, = 81*06' 30"; e, = 124” 23' 47, 
Cr = 56” 38' 20; ds = 98” 53' 30"; cz = 55” 36' 13". 
87) e = 50% 03' 24"; C == 96” 14' 20" 
R:B,= 283329"; a1 = 78 25'; b;= 33” 43' 22", 
B, = 151% 26' 31; as = 101* 35'; da = 146" 16' 38”. 


Y. — Resolver el triángulo esférico rectángulo BAC sabiendo que: 
38) hb = 49%; C == 37” 

R: B = 66" 44' 43"; a = 55" 13' 49"; e == 29" 37' 38". 
30) B= 71% C = 54? 

R: B = 66" 16' 13”; a = 78" 33' 30"; e = 52% 27' 40”. 
40) e == 100%; B == 56” 

R: C = 98* 16' 37"; a = 95% 37' 52"; b = 55” 35' 31", 
41) e = 43” 20'; B = 38" 10' 

R: C = 63 17' 23"; a = 50? 11' 30"; b = 28” 20' 28%, 
42) b = 63” 30'; C = 74* 50' 

R: B = 64* 29 27"; a =82* 34' 05"; e = 73% 08' 58", 
48) d = 103 15'; C = 40? 09" 


R: B = 98 29' 56"; a = 100% 12' 11”; e = 39* 23' 28". 
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44) c =98* 12'; B == 103* 45' 
R= C =97*57' 49”; a = 88*02' 18"; bm 103 63 1% 


45) b = 120" 15' 20"; C m 56* 07' 18 
R; B = 35" 46' 40; a = 219 17' 23"; e = 17* 32' 407, 


48) o = 56" 43' 28"; B = 28" 16' 39" 
R; C = 66% 40' 18"; a = 59% 58' 27"; b = 24* 12' 58”, 


VI. — Resolver el triángulo esférico recióngulo BAC sabiendo quer 
47) B = 53%; C = 67% 

R: a = 73 21' 46"; b = 49% 10' 24"; e = 60% 42 31%, 
48) B = 62% C == 48* 

R: a = 61* 23' 47"; b == 60 49' 16”; e = 40" 43' 38%, 
49) B = 107%; C = 131* 

R: a = 74% 35' 15"; b = 112% 47' 34"; o = 133* 19", 
50) B = 48" 20”; C == 76* 50' 

R: a =77% 5903"; b = 46" 56' 27"; e = 72% 14' 49%, 
51) B = 115” 20; C == 80” 40' 

R: a = 94% 27/45"; b = 135% 41' 53"; e == 70 39' 48”, 
52) B . 74” 54"; C = 49% 36" 

R: a = 76% 43' 28"; b == 69% 59' 46"; e = 47" 50' 04%, 
63) B = 99” 18'; C == 113" 36' 

R: a = 85” 54' 09”; b = 10009 27"; e m 113* 56' 03%, 
54) B = 38" 43' 12"; C == 52% 11' 48" 

R: a = 14% 37"; db == 9% 04' 30; € = 11 30' 30%, 
55) B . 81* 18' 25”; C = 46" 17' 45" 

R: a = 81932 51"; hb =77* 51' 44"; c = 45 38' 55", 


—y A y 


56) B == 102” 09' 15"; C = 81* 13'15" 
R: a = 91* 53' 10”; b = 102% 10' 56"; € = 81* 01' 42%, 
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VII. — Calcular las superficies de los triángulos del ejercicio anterior, XV, supo- 


Méndolos pertenecientes a una superficie de 1 m de radio. 


a) R: S = 0,5236 m* b) R: S = 0,3490 m* 
€) R: S = 2,5830 m* d) R: S = 0,6137 mt 
e) R: S = 1,8500 mi f) R: S = 0,602140 m* 
0) R: S = 2,1430 mt K) R: S = 0,031990 mt 
1) R: S =0,656280 m! $) R: S = 1,6296 m!. 


VU. — Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos ABC conociendo los tres 


lados. 


6) a =85*20'; b = 577 44'; e = 115 36, 

R: A = 65" 50'48"; B = 50 43'36"; C .= 124* 21% 
D) a = 122* 16'; b = 72% 50'; € = 61” 28', 

R: A = 143 30/36"; B = 43" 13'; C = 38" 09' 38”, 
€) a = 427 30' 20”; bh = 98* 50'; e == 110% 00' 30”, 

R: A = 42% 29' 25; B =81*03' 30”; C == 110 03' 15”, 
d) a = 30” 20' 10”; b = 40” 10'30'; e = 50” 15' 40", 

R: A -= 40"57' 40"; B = 56? 51' 35"; C = 93” 32' 50", 
6) a = 108” 17' 30; d = 85" 36' 40"; e = 78" 41' 10, 

R: A = 109" 39'20"; B = 81*28' 10"; C = 76" 33", 
IX. — Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos conociendo los tres ángulos. 
8) A =80% B =110% C = 130, 

R: a = 567 51 48; b = 126" 57' 52”; e u 139" 21' 29%, 
Y) A = 23" 30'; B = 140" 50'; C == 36” 10”, 

R: a = 38 38"; b = 98" 32 40"; € = 67% 31' 05%, 

6) A = 1317047; B = 108” 51,6; C = 143” 28' 5, 

R: a = 13452; b == 62% 50',6; e = 145” 58,2, 
€) A = 168% B = 115% C = 80”, 

R: no ti ne solución, pues... 

d) A = 36” 20'; B = 30" 40'; C = 121% 40' 10”, 
R: 6 = 35*22'; b = 29" 53' 10"; e = 56 14' 50”, 


X.— Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos conociendo dos lados y 
sl ángulo comprendido: 


a) a = 30% bh = 60% C = 450, 
R: A = 31% 40'; B == 114? 35/32"; c == 429 20/ 09%, 
D) a = 62 32,4; bh = 41% 16,2; C = 982 37'4 
R: A =065 16", B = 42 28; € = 75, 
c) a = 65 13; d = 73 48'; C = 100" 36", 
R: A = 6317 B = 70% 52/24";  = 92 29' 241, 
d) bm 97 4420"; e = 53% 4930; A = 10% 14' 10", 
R: B = 89 03/29"; C = 54% 29' 49"; a m 104? 32 34”, 
€) b == 107% 14/10"; e me 136% 12 40; A = 56* 28 20", 
R: B =77*33' 05"; C == 134 58' 05"; a = 54? 37' 20", 


XI. — Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos conccierndo un lado y le 
ángulos adyacentes a él. 


a) A == 150% e = 30%; B == 120%, 
R: a = 165 29 53; Cm 94% 03'; Dm 154? 17' 43, 
b) A = 60% hb». 120%; Cm 1507, 
R: a = 50% 11/37"; B = 77% 29' 48"; € = 153* 40' 13%, 
c) a = 116%; B = 131" 18'; C == 70". 
R: A = 94 48' 13"; b == 137% 20/32"; e = 57" Bd' 58", 
d) a = 68" 22'; Bm 122% 46'; C = 76* 04, 
R: Am 640 27',4; d == 1220 10,9; € == 90? 23,7, 
6) a = 66” 20' 40; B = 55" 52' 30"; C == 20" 09' 50", 
R: A = 1147 20' 20"; b = 56" 19' 43"; € = 20? 16'31", 
XII. — Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos ABC conociendo dos lades 
A el ángulo opuesto a uno de ellos, 
a) b == 54* 52 10"; e = 97% 42 20; B == 43" 20' 40”. 
R: As = 146 27/10; C¡ = 56" 1620"; a, = 138" 49' 085%, 
Ay = 47 58' 22"; Cy == 123" 43' 40"; dz = 62 15' 49", 





$ 


EN 


DB) bm 55% 50'; o = 74* 10'; B = 38 20", 
R: a = 115 42' 4; C, = 46 09,1; Ay = 137% 30',6, 
0 = 24 32,4; C, = 133 50' 9; Az = 18% 08,4. 
€) a == 48% 15%; cm 65% 33"; C = 749 54”, 
R: A = 52 18' 06"; Bm 83" 53'; hb = 69 38' 12", 
d) a = 50 4520; — = 69 12/40; A = 44? 22! 10", 
R: Bi >= 57% 34' 52"; c1 = 95 1820"; C, = 115% 57' 50”, 
B, = 122% 25' 08"; € = 28* 45' ¡Cru 25 44' 30", 
€) a = 42% 52' 50"; bh = 83" 16' 20; B = 127% 44! 10", 
R: A = 322 48' 40» C = 39% 07" 05; c = 52 23' 50", 


XIII. — Resolver los triángulos esféricos oblicuángulos ABC conociendo un lado 


.el ángulo opuesto a él y uno de los ángulos adyacentes al mismo. 


a) a =3605; A =42 17'; B =73' 30”, 
R:C¡= 83%49'6; c1 = 6030” ; by = 57% 04',4, 
Ca = 136% 26" ; 04 = 142 53,4; bp = 122 55',8, 
D) a = 149% 37' 50"; A = 72 36 30; B = 128 15' 40”, 
R: C = 23% 25' 30”; e = 12? 0930; b = 155" 25' 05", 
€) A =61% B =23% bh = 87, 
R: no tiene solución, pues... 
d) e = 14039" B = 53 24'; C == 62 15, 
Ria = 172 04'24"; b = 35 0648"; A == 168 54' 24”, 
6) A =20* 10'; B = 55 5230"; a == 20" 16/ 38". 
R: o = 66% 20'08"; C, m 114? 20/04”; by = 56% 19' 13%, 
61 = 137% 05 52; Cy == 137 21' 34"; bz = 123" 40' 47". 
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CapÍTULO VIL —Muttipileación y división de los ángulos ......... de pi 


Funciones trigonométricas del du, 
tricas de la mitad de un ángulo. 


£ CaríTULO VIH. — Transformación A 


Transformación en Producto de la 
formación en Producto de la sum: 
A las siguientes expresiones: 





147 2 155 
plo de un ángulo. Funciones trigonom6- 





PROGRAMA INDICE DE TRIGONOMETRIA 
QUINTO AÑO DEL 
SEGUNDO CICLO DEL BACHILLERATO 


de pág. 156 a 164 


suma o diferencia de dos senos. 'Trans- 
¡a o diferncia de dos cosenos, Aplicación 
l4sen a; 13cosa. 





OAPtTULO TX, — Teoremas relativos a los triángulos obliruángulos .. de pág. 165 a 180 


Teorema de las tangentes. 'Teo- 
'igonométricas de los ángulos medios, Cálculo del 
tal y fórmula de Herón, 


. de pág. 5216 Teorema del seno. Teorema del coseno. 
.ooom.o.. rema de las funciones tri 


i área; teorema fundamen! 





Oaptruno 1. — Sistemas de medición angular . 


Angulo. Su generació: igno. Medida de los ángulos: sistemas sexage- 
nm y signo. Medida de los ángulos: 
slim Pasaje e tro. Ejercicios. 
imal, centesimal y circular. Pasaje de un sistema a ol 
. 


OApfTULO X. — Resolución do triángulos OblIcuángulos .......... 
de pág. 17 a 45 


de pág. 181 a 312 


y determinar su superficie 
Dados dos lados y el ángulo com- 


trigonométricas +...oooommmomo.oo..”. 

Captruzo 1. — Funciones trig: e panico | 

trigonométricas 5 
las funciones 





Resolver en general un triángulo oblicuángulo, 
4 en cada uno de los siguientes casos: 


prendido. Dado un lado y dos ángulos. Dados los tres lados. Dados dos 
lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. Resolver en general los siguientes 
Problemas que se presentan en las operaciones sobre el terreno: Calcular 
la distancia entre dos puntos a, no se pueden medir direc- 


tamente, ccesible a, otro inaccesible 
Determinación de alturas, 


tricas 
clones trigonomé 
lones de las fun funciones 
ce Cálculo exacto de los valores de las Afica de 
circulares. 450, 600 y 900. Representación gr: e SOS HIREanAR 
de 09, 300, , te y cosecante, 

lA nte, secan 

tangente, cotange: 

seno, coseno y 


carteslanas. 





ccesibles cuando 
Calcular la distancia de un punto a 


de pág. 46285 que se ve desde el primero. 


drante .. 
OapfTO) _ «ción al primer cun: 
pana étricas de un ángulo y de ángulos y 
o el coseno de un ángulo hallar 


h 
Relaciones entre las funciones tri 
suplementarios, que 


Relaciones entre las funciones trigonom: 
complementarios. Conociendo el seno 
las demás funciones trigonométricas. ia 
gonométricas de ángulos opuestos, a agur 
difieren en x o en un múltiplo de x. A. 
cuadrante. 


de pág. 86 a 107 


CApfruLO XI. — Triángulo esféricos 





Crrranennascsrs..: de pág. 213 a 226 
Triedro central Correspondiente, Lados y ángulos. Suma de los ángulos: 
exceso esférico, Clasificación de los triángulos esféricos. Triángulos es. 
féricos suplementarios. Teorema; e la trigonometría es- 


s fundamentales d. 
férica: Teorema del seno. Teorema del coseno. Analogías de Delambre 


rales y do logaritmos........ 


lores natu: 
balnmio Di MAnito do es arítmicas de las funciones trigo- 


"Tablas de valores naturales y tablas log: 


direo- 
manejo y usos. Aplicaciones en los problemas dire 


VArtrULO XII, — Resolución de triángulos esféricos as 
nométricas. Descripción, 


de pág. 227 a 261 
Os rectán- 
Resolución de los difo- 
Ejercicios y problemas 

e Cosmografía). 


Resolución analítica de los diferentes casos de triángulos esférlci 
tos e inversos. 


gulos aplicando la regla mnemotécnica de Neper. 
rentes casos de triángulos esféricos oblicuángulos, 
de aplicación. (Con preferencia la última bolilla d: 


de pág. 103 a 127 


Capíruo V. — Resolución de triángulos rectángulos 


ión a 

tángulo, y aplicac! 

de un triángulo rec ángulo 
tre los elementos ipotenusa y Un 

Relaciones en de los siguientes casos: Dada la hi e pl 

la resolución teto y un ángulo agudo. Dada la hip 

Dado un ca 


agudo. cios y problemas. 


teto. Dados los dos catetos. Ejerci 


. de pág. 123 a 146 





OapPfrULO VI. — Proyecciones sobre un eje ....... 


de 

de la resultante 

ento sobre un eje y 

e O ernomtciosa de la suma. y (08 Tecdiloreacia e 
lones trigonom: 

una poligonal. Func 


de dos ángulos. Aplicaciones. 





— 263 
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